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Визначено напружений стан і коефіцієнти концентрації напружень для тонкостінних еле-
ментів конструкцій, які зазнають нерівномірного навантаження і мають експлуатаційне  
пошкодження викликане корозією та іншими факторами. 

Постановка проблеми 

Розглядається питання щодо визначення  
напружень в тонкостінному елементі конструкції 
у разі неоднорідного розтягання, причому еле-
мент має експлуатаційне пошкодження.  

Експлуатаційне, і зокрема корозійне пошко-
дження, зазвичай має неправильну форму.  

Проте для вибору розрахункової схеми елемента 
припускається, що поверхня пошкодження обмеже-
на циліндричною або сферичною поверхнею.  

У перерізах стінки елемента, досить віддале-
них від пошкодження, розтягальні зусилля роз-
поділено за законом трапеції.  

У результаті маємо розрахункову схему,  
зображену на рис. 1. 

Рис. 1. Розрахункова схема типового тонкос-
тінного елемента з експлуатаційним пош-
кодженням  у  разі  нерівномірного  розтягання 

Аналіз дослідження  

Багато результатів, отриманих щодо концент-
рації напружень, наведено у довідниках [1; 2], 
монографії Г.М. Савіна [3], працях [4–7]. 

Однак у літературі мало уваги приділялося 
питанню про концентрацію напружень у разі не-
однорідного навантаження. 

Мета визначення напружень х  в небезпеч-
ному перерізі елемента А–В (рис. 1).  

Найбільшого значення ці напруження дося-
гають у точці А. 

Основний матеріал 

Напружено–деформований стан розглядува-
ного елемента можна визначити розв’язанням 
диференціального рівняння теорії пружності в 
переміщеннях 

  021div grad 2  uu v ,                             (1) 

де u  – вектор переміщень; v  – коефіцієнт Пуас-

сона; 2  – оператор Лапласа.  
У цьому разі об’ємних сил немає. 
До рівняння (1) необхідно додати ще й крайові 

умови, а саме другу крайову задачу – статичну. 
Задається розподіл поверхневих сил F, а крайо-

вою умовою є рівняння рівноваги на поверхні 
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де n  – одиничний вектор зовнішньої нормалі до 

поверхні тіла; 

Т  – тензор напружень; О  – по-

верхня, яка обмежує пружне тіло. 
Крайова умова (2) на межі, де задано поверх-

неві сили, записується через вектор переміщень у 
вигляді [8] 
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де   – модуль зсуву;   – об’ємне розширення, 

  – набла-оператор; ва   – скалярний добуток, 
вa   – векторний добуток векторів. 
Відомо, що крайові задачі (1), (3) можна  

зіставити еквівалентну задачу варіаційного обчи-
слення.  

Диференціальне рівняння (1) та крайова зада-
ча (3) випливають з розгляду варіації функціона-
ла потенціальної енергії системи. 

Величину називають потенціальною енергією 
системи: 
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де А  – питома потенціальна енергія; К  – сила, 
яка діє на одиницю об’єму тіла (об’ємна сила); 

2О  – частка поверхні О, на якій задано напру-
ження. 

Потенціальна енергія системи дорівнює різ-
ниці потенціальної енергії деформації та роботі 
заданих зовнішніх сил. 

Функціонал Ф  у рівноважному стані пружно-
го тіла має властивість стаціонарності:  

0Ф ,                                                             (5) 
де   – позначка варіації. 

Задача розшукування рівноважного стану лі-
нійно-пружного тіла зводиться до варіаційної 
задачі про визначення вектора u , який надає мі-
німум функціоналу Ф  над ним. Вирази (4) і (5) 
являють собою принцип мінімуму потенціальної 
енергії системи. 

Принцип мінімуму потенціальної енергії сис-
теми являє собою теоретичну основу методу  
скінченних елементів (МСЕ) у вигляді методу 
переміщень. 

Поставлену задачу будемо розв’язувати за 
МСЕ [9] за допомогою комплексу SCAD [10]. 
Цей комплекс ґрунтується на МCЕ у вигляді ме-
тоду переміщень.  

В основу комплексу покладено систему функ- 
ціональних модулів, які зв’язані між собою єди-
ним інформаційним середовищем. Це середови-
ще називають проектом, і воно містить корисну 
інформацію про розрахункову схему, яку наве-
дено у внутрішніх форматах комплексу. 

Бібліотека скінченних елементів комплексу 
SCAD містить різні види стрижневих, пластин-
частих та об’ємних скінченних елементів. 

Реалізацію МСЕ починають з розбиття еле-
мента конструкції на скінчені елементи і визна-
чення вузлових точок.  

Розбиття типового елемента тонкостінної 
конструкції з пошкодженням (рис. 1) показано на 
рис. 2. 
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Рис. 2. Скінченно-елементна модель типового 
елемента тонкостінної конструкції 

Вузол у розрахунковій схемі методу перемі-
щень має вигляд об’ємного жорсткого тіла дуже 
малого розміру. Положення вузла в просторі у 
разі деформації тіла визначають за координатами 
центра і напрямами трьох осей, жорстко 
пов’язаних з вузлом. 

У методі переміщень окремі скінченні еле-
менти з’єднані один з одним тільки у вузлах.  

На міжелементних межах пластинчастих і 
об’ємних скінченних елементів можливі розриви. 
Для послаблення цього ефекту бажано викорис-
товувати так звані сумісні скінченні елементи. 

Викладемо результати застосування комплек-
су SCAD до розрахунку елемента конструкції, 
який зображено на рис. 1, 2. 

Було розглянуто чотири види навантаження. Ха-
рактеристики видів навантаження наведено у табл. 1. 

Таблиця 1 

Види навантаження елемента 

Номер 
навантаження 

a , МПа в , МПа 

1 100 0 
2 100 25 
3 100 50 
4 100 75 

Епюри напруження x  за перерізом А–В для 
навантаження 3, а = 3 мм, t = 4 мм показано на 
рис. 3, 4. 
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Рис. 3. Крива розподілу напруження x   
за перерізом А–В:  
а – h = 0,4 мм; б – h = 1,5 мм 
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Криві розподілу напруження x  можна апро-
ксимувати алгебричними поліномами: 

– для кривої на рис. 3: 

),0,032z0,280zz894,0z715,1926,1( 432  a  
– для кривої на рис. 4: 

).0,259zz2,019z532,5z176,8351,5( 432  a
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Рис. 4. Коефіцієнти концентрації напружень К:  
а – навантаження 1; б – навантаження 3 

Щоб мати уявлення, як вид навантаження 
впливає на розподіл напружень x  за перерізом 
А–В, у табл. 2 наведено дані для випадку, якщо 

4t  мм, 5,1h  мм. 

Таблиця 2 

Вплив навантаження на напруження xσ  

Номер 
наван-
тажен-
ня 

z, мм 

0 0,125 0,375 0,625 1,125 1,625 
мм 3а  

1 482 397 256 173 57 -24 
2 509 419 271 184 63 -21 
3 535 441 286 195 69 -18 
4 562 463 301 206 76 -16 
 мм 5а  

1 415 355 257 181 69 -23 
2 438 375 272 193 76 -20 
3 461 395 287 204 82 -18 
4 514 435 310 215 83 -18 

У табл. 2 наведено дані тільки для напружен-
ня x , оскільки напруження y  та z  дуже малі 

порівняно з напруженням x . 
Важливою характеристикою напруженого 

стану зразка є коефіцієнт концентрації напру-
жень К : 

  ,max

a

AK



  

де  Amax  – напруження в точці А перерізу А–В. 

Графіки змінювання коефіцієнтів концентра-
ції напружень K  для випадку, якщо 3a  мм, 

4t  мм, показано на рис. 4. 
Значення коефіцієнтів концентрації напру-

жень K  для чотирьох видів навантаження, якщо 
4t  мм, наведено в табл. 3. 

Таблиця 3 

Коефіцієнти концентрації напружень K  

h , 
мм 

Номер навантаження 
1 2 3 4 

а = 3 мм 
0,4 1,76 1,85 1,93 2,01 
1,5 4,82 5,09 5,35 5,62 
2,0 8,07 8,55 9,02 9,50 
2,5 12,99 13,80 14,60 15,21 

а = 3 мм 
0,4 1,60 1,67 1,75 1,83 
1,5 4,15 4,38 4,61 5,14 
2,0 6,74 7,14 7,54 7,94 
2,5 11,03 11,69 12,35 13,02 

Висновки 

Як свідчать наведені результати, напружений 
стан тонкостінного елемента і значення коефі-
цієнта концентрації залежать не тільки від форми 
та розмірів експлуатаційного пошкодження, а й 
від виду навантаження. 

Одержані результати можуть знайти застосу-
вання в розрахунковій практиці для перевірки 
міцності тонкостінних елементів конструкцій у 
разі експлуатаційних (зокрема, корозійних)  
пошкоджень. 

У цій роботі розглянуто питання про вплив 
тільки одного пошкодження на напружений стан 
тонкостінного елемента конструкції.  

Однак, більший теоретичний і практичний ін-
терес випливає питання про взаємний вплив де-
кількох близько розміщених пошкоджень. 
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