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ПІВГРУПА НЕКОМПАКТНИХ ДИСКРЕТНИХ ПІДГРУП ВІДНОСНО ОПЕРАЦІЇ 
ТОПОЛОГІЧНОГО ПОРОДЖЕННЯ ПІДГРУП 

Вивчено будову компактно покривної недискретної топологічної абелевої групи, 
в якій множина дискретних підгруп утворює півгрупу відносно операції 
топологічного породження. Описано недискретні топологічні абелеві групи 
з півгрупою відносно операції породження множини дискретних підгруп. 
Розглянуто двоїсті умови. 

До кінця 50-х років в теорії абстрактних груп було отримано багато вагомих резуль-
татів з теорії нільпотентних розв'язних груп та їхніх узагальнень з різними додатковими умо-
вами обмежувального характеру. 

Накопичені результати і нові методи в абстрактній теорії груп не могли не вплинути на 
розвиток теорії топологічних груп. Під цим впливом з'явився новий напрямок в теорії топо-
логічних груп, який можна назвати алгебраїчним. Суть його полягає в тому, що на топо-
логічні групи ввели різні обмеження, що є аналогами відповідних обмежень та конструкцій 
теорії абстрактних груп. Результати, які розглянуто, саме належать до цього напрямку і є 
безпосереднім продовженням роботи [1]. 

В роботі використані загальноприйняті позначення і терміни [2, 3]. 
Нехай NK(G) - множина всіх некомпактних груп G, DNK(G) - підмножина дискретних 

підгруп множини NK(G). Розглянемо будову топологічних абелевих груп, у яких множина 
DNK(G) утворює півгрупу DNK(G, v) відносно операції топологічного породження підгруп. 

Введемо такі позначення: нехайр - просте число, Tp(G)-\xeG:xp =l|. H - підгрупа з G, тоді 

= {рІ Tp(s)* іЬ{рІ ТР<® &н\-
Лема 1. Нехай топологічна абелева група G=B(G), а Я - її відкрита компактна підгрупа. 

Якщо \пн\ - со, або для деякого р підгрупа Tp(G) - не дискретна компактна підгрупа, то мно-
жина DNK(G) не утворює півгрупу DNK(G, v). 

Теорема 1. Нехай G - компактно покривна недискретна топологічна абелева група. 
Множина DNK(G) утворює півгрупу DNK(G, v) тоді і тільки тоді, коли: 

1) існує відкрита компактна підгрупа Н, для якої | жн \< оо ; 
2) підгрупа Tp(G) або компактна, або дискретна (р = 2, 3, 5,...); 
3) якщо Тр(В0) Ф 1, то в G не має дискретних /»-підгруп нескінченної експоненти. 
Д о в е д е н н я . Необхідність. Виконання умов 1 і 2 випливає з леми 1. Виконання умо-

ви 3: нехай L - дискретнар-група. Розглянемо підгрупу L-B0 , оскільки L-B0 /B0- дискретна 
група, a BQ - подільна підгрупа, то L • В0 = M х BQ, де M - дискретна р-група. Ясно також, 
якщо Z-група нескінченної експоненти, то M — також група нескінченної експоненти. 

За умовою Тр(В0)ф 1. А це означає, що В0 A-(al,a2,...,aJ,..^ = C „ , де 

a f - l a ^ a ^ . 
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Нехай V - базисна підгрупа в групі М. Доведемо, що V - група скінченної експоненти. 

Припустимо, що це не так. Тоді УиХ = ТІ(ькі), де порядок елемента Ьк. дорівнює рк* і 
і=1 

ркі<ркі+1. Нагадаємо, що У-В 0 =УхВ 0 . Розглянемо підгрупу 

и = (ак] Ьк[, ак2 Ьк2 ,...,ак. Ьк. Очевидно, що ( 7 п 5 0 = 1. Дійсно, нехай 

* = («*,ЧУ' ' к ^ У 2 тоді Ь ^ Ь ^ Л ^ В , або ^ =1. Звідси / ' д і л и т ь 

І(, а це значить, що г = 1. Таким чином, І/ - дискретна грущі. (и,х} з А . Отже, (и,х} - не-

дискретна підгрупа. Звідси випливає, що К - підгрупа скінченної експоненти і як сервантна 
виділяється прямим співмножником з групою М. Якщо М ф V, - то 

М з X = С „ = ( М г V " ) > д е Ь1 = ' ЬҐ = 1 • 3 н о в У будуємо підгрупу 

II = а 2 Ь 2 , . . . , а^ т . ^ = С ^ і доводимо, що вона дискретна. Дійсно, якщо є 5 0 , 
I I • к • 

то є В0 або ЬІ = 1. А це означає, що р} ділить . Отже, ) 7 = 1. 

Підгрупа => А і, значить, недискретна. Таким чином, М і, отже, І -підгрупи 

скінченної експоненти. 
Д о с т а т н і с т ь . Нехай Д и Д - довільні дискретні групи О. Тоді 

Д • Д = п ( А ) • ( Д ) • Розглянемо . 5 / , ( £ ) ] ) ч ^ ( 0 2 ) п Я . Якщо Гр(С) - компактна під-
р 

група, то ^ ( Д ) і ^ ( Д ) ~ черніковські групи (Гр п£" р (Д) - скінченна група і, отже, 
5 р (Д) - черніковські групи). Звідси ^ ( Д ) • 5 р ( Д ) - черніковська підгрупа. Якщо Тр(С) 

- дискретна підгрупа, то ( £ р ( Д ) • ( Д ) п Я) - скінченна група і, отже, 
Бр ( Д ) • 5 р ( Д ) п Я - знову черніковська група. 

Отже, в будь-якому випадку X = 5 ' р (Д)-5 ' / ? (Д)пЯ - черніковська група. Якщо 
X з Л = С , то Тр(В0) Ф1 і за умовою 5 р ( Д ), Бр(Д) - групи скінченної експоненти. А, 

отже, 5 Д Д ) , 5 р ( Д ) - скінченні групи. Але тоді ) - також скінченна група і 
Л е £ (Д) • ( Д ) п Я . Отже, X - скінченна група. 

За умовою | я я | < оо. Звідси майже для всіх р підгрупа X = 1. Якщо це не так, то для де-
яких простих чисел < ? , , Т д . ( Д ( Д ) п Я) * 1. Але тоді (б) с Я(|тія | <оо) . 
Підгрупи Тц. ( Д ) і Ту. ( Д ) не є одночасно одиничними. Таким чином, для деякої нескін-
ченної підмножини простих чисел тх,т2,...,тк,... і, наприклад, для Д виконано: 
Тт. ( Д ) г \ Н ф 1. Але тоді Д - недискретна група. Протиріччя: переріз Д • Д п Я скінчен-
ний. Так, нехай х є Д - Д п Я і х = аха2...ак, де ак-рк - елемент. Тоді для деякого 

п хп = ак, де (п,рк) = \. Але майже для всіх р (Д • Д ) п Я = 1. Звідси випливає, що іс-
і 

нує таке фіксоване /, коли завжди (Д • Д ) п Я ) . Але вже доведено, що група 
і=і 

^ ( Д - Д ) п Я - скінченна. Отже, Д - Д п Я - скінченна група. Тобто Д • Д - дискретна 



Теорема 2. Нехай G - дискретна топологічна абелева група і G * B(G). Множина 
DNK(G) є півгрупою DNK(G,v) тоді і тільки тоді, коли група G задовольняє умови: 

1) r(G/B(G)) < оо; 
2) G містить відкриту компактну підгрупу Я скінченної експоненти; 
3) підгрупа Tp(G) - або дискретна, або компактна для р = 2,3,5,.... 

Д о в е д е н н я . Необхідність. Оскільки Я = ((і), то векторна частина R" =1. 

Нехай с - чистий елемент, а - довільний елемент нескінченного порядку відкритої 
компатної підгрупи Я, тоді с • h - також чистий елемент. Дійсно, якщо (c-Jij - компактна 

група, то с • h є ß(G) і, отже, с є B(G). Але це не так. Підгрупа ({с),(с • й}) =>{£)• А цього бута 
не може. Виконання умови 3 випливає з теореми 1 (в B(G) дві дискретні підгрупи породжу-
ють дискретну). 

Виконання умови 1. Відомо, що при =1 підгрупа B{G) відкрита і G/B(G) - чиста 
дискретна підгрупа. Припустимо, що r(G/B(G)) = со. Тоді в групі G візьмемо підгрупу М та-
ку, що М/B(G) = fl(c,). Якщо Ьі - прообрази с, в підгрупі М, то (b],b2,...,bm,..) = Y[{bi) -

<=і ' і=і 
оо 

дискретна підгрупа і М = Ц^хB(G). Доведемо спочатку, що елементи bub2,...,bm>... - лі-
г=і 

т , т , 
нійно незалежні. Нехай n V тоді ПсІ = Ь звідси випливає, що /, = 0 . Зрозуміло, що 

і=і (=і 
оо со , т і 
f[(bi)-B(G) = M. Нехай х є П ^ ' є B(G), тоді =1 або /,• = 0. А це означає, що 
; = 1 1 = 1 І=1 
оо 00 / \ 
п(бг)1 5(G) = 1. Оскільки B(G) - відкрита підгрупа, то підгрупа П(6г ) ~ дискретна і 
/ = 1 г = 1 

оо 

/=і Доведено, що група B(G) містить відкриту компактну підгрупу Я скінченної експонен-
оо 

ти. Отже, деяка силовська група Sp(H) => П{°/} > Де аї -1 • Оскільки Ьі • at - також прообрази 
і=і 

оо 
с,, то (bl-a1,...,b„-a„,..) = Y\{biai) - також дискретна підгрупа. Підгрупа 

»=1 
/ии ии / \ /V 
( ) ) ̂  П \ а і ) отже, - недискретна, отже маємо протиріччя. Таким чином, 
\/=і /=і І І=І 
г(О/В(в 0 ) )< оо. 

Д о с т а т н і с т ь . Нехай Д і В2 - дві дискретні підгрупи. Підгрупа В(С) задоволь-
няє всі умови теореми 1 (1 п н 1< со, оскільки Я - відкрита компактна підгрупа скінченної 
експоненти). Отже, М - В(В{)- В{02) - дискретна підгрупа. Оскільки, ВІЄ) - відкрита під-
група, то Д • В(С)!В(С) = Д /Я(А). Таким чином, г (Д /Д(Д)) < оо . 

Розглянемо підгрупу Д - Д ! М в фактор-групі а М і нехай ф: С -> Є / М . Оскільки 
Д • А/ / М г Д- / 5( Д ) , то ф( Д ) = Ц - групи скінченного рангу г(. Маємо, що 
Ьх- Ь2 / = Ьх/ Ь2 . Отже, підгрупи Ьх,12 - скінченного рангу. Підгрупа СІМ містить 
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відкриту компактну підгрупу Н* скінченної експоненти. Таким чином, Lx • L21 Н* - група 
скінченного рангу. Але тоді вона скінченна. Звідси випливає, що Lx •Ь2 і, отже, Dx • D2 -
дискретна підгрупа. 

Для подальшого дослідження нам знадобляться наступні факти. 
Топологічна абелева група G цілком незв'язана тоді і тільки тоді, коли її група характе-

рів X компактно покривна. 
Дійсно, нехай GQ = 1, і, припустимо, що вмістить чистий елемент і, отже, підгрупу (а). 

Група характерів (а) дорівнює G/A((a))=T. Але фактор-група цілком незв'язної групи ціл-
ком незв'язна. Маємо протиріччя. Таким чином, X - компактно покривна група. 

Нехай тепер X - компактно покривна група і припустимо, що G0 Ф 1. Тоді 

G0 = B0(G)xRп. Якщо R" Ф 1, то X має фактор-групу Х/М s R . Отже, Rn = 1. Якщо 
GQ Ф 1, то її група характерів є дискретна чиста фактор-група XIM - протиріччя. Таким чи-
ном, G - цілком незв'язна група. 

Далі, нехай G - топологічна абелева група і X - її група характерів. Тоді A(G0) дорів-
нює В(Х) і навпаки, А(В(Х)) = G0. Дійсно, групою характерів G/G0 є анулятор A(G0). 
Оскільки група G/G0 цілком незв'язна, то A(G0)cB(X). Фактор-група X/A(G0) - група 
характерів G0. Оскільки XI A(G0) - чиста, то A(G0) = В(Х). Те, що А(В(Х)) = G0 випливає 
з теореми про взаємність ануляторів. 

Позначимо через FK(G) множину всіх невідкритих підгруп W групи G з властивістю, 
що G/W - компактна група. Опишемо будову абелевої топологічної групи G, для якої 
FK(G) є півгрупою FK(G, д) . 

Умова FK(G, д) - двоїста до умови DNK(G, v) . Подальше твердження двоїсте теоремі 1. 
Н а с л і д о к 1. Нехай G - некомпактна цілком незв'язна топологічна абелева група. 

Множина FK(G) утворює півгрупу FK(G, д) тоді і тільки тоді, коли група G має таку будо-
ву. 

1. Існує відкрита компактна підгрупа М така, що тільки для скінченного числа простих 
чисел р\,р2,--,рк виконано pG-M^G і pG<zM. 

2. GlpG - або компактна, або дискретна дляр = 2, 3, 5,. . . . 
3. Якщо GlB{G) = GX має фактор-групу індексу р, то G не має р-компактної фактор-

групи нескінченної експоненти. 
Д о в е д е н н я . Перефразуємо в термінах двоїстості пункти 1-3 теореми 1 для групи 

характерів X. 
1. І %н |< оо для деякої відкритої компактної підгрупи Н. Це означає, що множина прос-

тих чисел, для яких Тр І Н * 1 і Tp<z Н, - скінченна. 

Оскільки А(Тр ) = рХ і А(Н) -М - відкрита компактна підгрупа, то умова Тр І Н * 1 

рівносильна pG A(H) Ф X і умова Тр <t Н рівносильна A{H)<tpX. 

2. Оскільки групою характерів Тр є фактор-група XIрХ, то умова, що підгрупа Тр -

компактна або дискретна, рівносильна умові XI рХ - компактна або дискретна підгрупа. 
3. Групою характерів G0 є фактор-група Х/В(Х). Умова Тр І G0 Ф 1 рівносильна умо-

ві, що XІ В(Х) не має фактор-групи індексу р. 
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Умова, що Є не має дискретних /»-підгруп нескінченної експоненти, еквівалентна умові, що 
групаХ не має /»-компактних фактор-груп нескінченної експоненти. 

Н а с л і д о к 2 . Нехай Є - топологічна некомпактна абелева група і (?0 Ф 1. Множина 
Ж ((7) утворює півгрупу РК(С, л) тоді і тільки тоді, коли група Є задовольняє умови: 

1) с і іт (С 0 )<оо; 
2) С має відкриту компактну підгрупу М таку, що Є/М- дискретна група скінченної 

експоненти; 
3) підгрупа 6 7 р Є або компактна, або дискретна дляр=2,3,5, . . . . 
Д о в е д е н н я . Переформулюємо умови теореми 2 в термінах двоїстості для групи ха-

рактерів X. 
1. Група характерів ЄїВ(0) - група Х0. Але г(ЄІВ(С))<сс тоді і тільки тоді, коли 

2. Якщо А(Н) = М, то М - відкрита компактна підгрупа в X; в теоремі 2 підгрупа Н-
скінченної експоненти. Отже, X І М як група характерів групи Я є дискретною групою скін-
ченної експоненти. 

3. Компактність або дискретність факгор-групи X / рХ доведена в наслідку 1. 
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