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РАСЩЕПЛЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ ПОЛЕТА 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СТАТИСТИЧЕСКИХ ОЦЕНОК 

Приведено разделение системы четырех линеаризованных уравнений первого по-
рядка, описывающей продольное движение самолета, на две подсистемы второ-
го порядка. Рассмотрены новая модель, содержащая меньшее число идентифи-
цируемых параметров, и несколько различных преобразований, которые позволя-
ют решить проблему разделения Показано, что использование статистического 
анализа остаточных дисперсий оценок параметров позволяет выбрать наиболее 
подходящее преобразование. 

Хорошо известное в динамике разделение движений на быстрое и медленное в более 
общем случае осуществляется на основе теории асимптотического разделения [ 1 ]. При 
этом оказывается, что существует несколько вариантов расщепления уравнений на незави-
симые или слабозависимые подсистемы меньших размерностей. В детерминированной по-
становке эти варианты неразличимы с точки зрения их предпочтительности. Однако по-
скольку исходные физические переменные измеряются и регистрируются с погрешностями, 
то можно поставить следующую задачу: из всего множества допустимых расщепляющих 
преобразований выбрать такое, которое обеспечивало бы наилучшие статистические харак-
теристики новым переменным. Если разделение производится для дальнейшей параметри-
ческой идентификации, то выбор варианта расщепления может производиться с целью ми-
нимизации статистической погрешности оценок параметров. 

В расщепленных системах уравнений параметры имеют другое физическое содержа-
ние, и возникает задача определения исходных параметров через параметры расщепленных 
уравнений. Эта задача может быть решена только в том случае, если количество исходных 
система* количества оцениваемых параметров в расщепленных СИСТеМаХ уравнении. ОДНаКи и гогда остается ^ ^ ! < т а более 
точно, идентифицируемости. 

При расщеплении линеаризованных уравнений четвертого порядка продольного дви-
жения летательного аппарата на две подсистемы второго порядка, содержащих восемь но-
вых идентифицируемых параметров, возникает неоднозначность, связанная с выбором мат-
рицы К Задача расщепления становится более определенной, если полученные статистиче-
ские оценки погрешности новых переменных, которые представляются в виде линейных 
комбинации физических переменных, отвечают статистическому критерию, на основе кото-
рого осуществляется однозначный выбор матрицы К. 

Для описания движения воздушного судна воспользуемся линеаризованными уравне-
ниями динамики продольного движения в виде 

х-Ох+Ьи , д4)=*о, (1) 

где И - матрица с постоянными элементами размера 4 Х4;Х = (АУ а© Дтг Да У - вектор 
отклонений переменных состояния от опорного решения V = У0, 
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0 = ©о = 0, а — а й , т г = сощ = 0; Ь - вектор, составленный из коэффициентов управле-
ния;?/ = 5Е - угол отклонения руля высоты, который является основным органом управле-
ния продольным движением. 

Предположим, что рассматриваемая система устойчива и управляема. Характеристиче-
ское уравнение матрицы и 

X4 + а{Х2 + а2Хг +а3Х + а4 =0, (2) 

где Эк (к=1,2,3,4 выражаются определенным образом через ее элементы) дает две пары ком-
плексно сопряженных корней [2]. Корни \ =#+/Г2, Х2-Н -гС1, являясь большими по моду-
лю, соответствуют "быстрой" составляющей движения воздушного судна. Малые по модулю 
корни Х}= к+ л4 = Л - /со характеризуют "медленную" его составляющую. 

Проведем расщепление системы уравнений (1). Разобьем собственные значения мат-
рицы и на две группы. К первой отнесем , Х^ = Х2, а во вторую включим =Х3, 

Х̂  = Х4. Условия > О, /=1,2;7=1,2 при этом выполняются. 

Тогда существуют такие блочные матрицы 

К = (К,К2), Л = (Л, <Г (мл м = 1 
Л,, 

что и = КЛМ = К,Л5М] + К2Л2М2, где М = К причем между субматрицами и Мс, 
а=1,2 имеются равенства 

Г/»в = ст, 
М„К,= ' С/К,=К,Л, (3) [0, б ф с, 

где I - единичная матрица. 

Введем замену переменных 

где К0 - субматрица преобразующей матрицы К размера 4x2; у0 - вектор новых переменных 
размера 2x1 . 

Подставив выражение (4) в уравнение (1), получим 

0 = I (7=1 

В силу второго условия (3) имеем 

^ К ^ у в - А д у в Х^Ьи. (5) 

Умножим равенство (5) слева на матрицу М, получим 

М 1 К , 
сг=1 

у<г-КУ<Т = ЫЬи. (6) 
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Соотношение (6) эквивалентно следующим двум равенствам: 

о=1 
2 

м 2 £ к и - Л ^ 
о=1 V ' 

Отсюда с учетом первого условия (3) получим 

ух =Л1>',+М1Аи, Л^оЬ-Ко. 

72 = А + М2Ьи, у^ (/„) = • (7) 
Таким образом, с помощью преобразования переменных (4) система (1) расщепилась 

на две независимые подсистемы (7). Переменные уд, с = 1,2 представляют собой главные 
колебания. 

Основным является получение преобразующей матрицы К , которая составляется из 
двух субматриц К; и К2. 

Рассмотрим матрицу 

Ранг ее равен двум. Определим субматрицу К, выбором двух линейно независимых 
столбцов. Аналогично найдем субматрицу К2. Матрица 

отличается от Л,(/у) тем, что вместо И и со в ее элементах стоят соответственно Н и П. Суб-
матрицу М, размера 2x4 сформируем из первых двух строк матрицы М, а М2 - из двух ос-
тавшихся. Нахождение блочных матриц Л, и Л} свелось к перемножению полученных мат-
риц: 

Л, = М,<Ж,5 Л2 =М2(Ж2. 

Дополнительно упростим уравнения (7). С помощью преобразования переменных 
= , С = 1.2, где матрица 

Ь = л. 21 (Г-Л\7 
V 0 Р(2П) ; 

содержит вещественную р[о) и мнимую (Зачасти комплексного корня многочлена 
\Х1г -Л„| = 0, получим уравнения (7) в виде 

г«=Чвга+Наи, = о = 1,2, (8) 

где = ,рМ рМ; 

Предположим теперь, что не все элементы матрицы и известны. Её элементы 
и24>из\>изз>из4 > связанные с условиями устойчивости и управляемости воздушного судна, из-
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вестны лишь приближенно и подлежат оцениванию. Их априорное задание позволяет осу-
ществить расщепление уравнения (1). 

Исходной информацией для задачи идентификации являются обработанные числовые 
последовательности зарегистрированных параметров полета, упорядоченные во времени. В 
них содержится полезный сигнал хр(/) и данные о погрешностях. 

Для исследования случая, когда погрешности представляют собой белые центрирован-
ные шумы, рассматриваемые как стационарные, зргодические, некоррелированные и неав-
токоррелируемые процессы, примем модель измерений в виде 

(9) 

где §(/) - вектор случайных помех, для которого выполняются условия 

Е Ш ] = О , е [ г ( / ) • ( т ) } = , % , % , > ( / - т ) , 

Л - дисперсия его 1-й компоненты; й(г--с) - дельта-функция Дирака 

Преобразуем модель (9) в базисы расщепленных подсистем, получим 

^ = А х̂ = ;>'(/)+Л, (<), С = 1,2, 

где 

Причем 

Е [ % { / ) ] = 0 , Е [ П ( 1 ( / ) . Л : ( Х ) ] = . 

Матрица Л ;„зависит от преобразующей матрицы К . Однако в силу неоднозначности 
выбора столбцов в матрицах Л,(г/) и А,(г/) матрица К не является единственной. На осно-
вании численного анализа выявлено, что дисперсии £>[т1я(/)], а = 12 могут существенно раз-
личаться из-за выбора субматриц , о = 1,2, /а = 1,2,3 ; у0 = 2,3,4, причем > /„. Индексы /0 и 

указывают порядковые номера столбцов матрицы да(и). Из различных комбинаций суб-
матриц а = 1,2, формирующих матрицу к = (к; , лк^ г), можно выбрать такую комбина-
цию, которая соответствует ковариационной матрице е[п„. (/)• (г)] с наименьшим следом. 

При проведении идентификации параметров расщепленной системы используем кри-
терий близости между 2а и га(№) в виде 

« - и , (ю) 
% 

где Я = МТ - весовая матрица. 

Определим исходный вектор р<о) в соответствии с уравнением (2). Действительный 
лМ 

вектор р м отличается от р̂ о) на др(а'. Задача состоит в получении оценки др вектора 
д &М. Считая |др(я)( малым, аппроксимируем решение уравнения (8) в окрестности точки р(

0
я) 

линейной частью ряда Тейлора: 

(11) 
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дФ Подставим выражение (11) в уравнение (10), вычислим производную г-г и прирав-здр1-
няем еу к нулю. Из полученного соотношения найдем 

Ар ^" ' (О+Е), 

где 0 = 
' о 'о 

їкаїШі 

/0 °Р 

лИ 
Вычислим математическое ожидание и дисперсию поправки Д р : 

• Л И 
А/? - Г Ч е - Ф І М ^ ; 

в 
л И " 

А Р 
І'о'о др 

ТоТ0г9{г,/?<»>) 
др1 <Шх И -

Поскольку матрицы и И Т = , Т,} подобны, то полученные оценки собственных 
А л ( 0 Л С ) Л А. М Л ( 2 ) 

значений Х]=Х2=р, +/р2 и ^3=Х.4=р, +/р2 субматриц сг = 1,2 будут одновременно и 
собственными значениями матрицы и . Использовав формулы Виета, получим оценки ко-
эффициентов <5], а 2 , а 3 , а 4 характеристического уравнения (2), которые, в свою очередь, вы-
ражаются через элементы матрицы и . Обернув эти зависимости, получим оценки исходных 
искомых параметров 

«24 = —4ас ̂ ; 

Л2-а21(ап+а14)изз 

л л 
МЗЗ - и24-

А 
а\+ ац 

V J 

изі =• 

где а = • о,, а 21 >0, Ь=~ — А2 +апап 
(А \ 
а і-кап 

\ У 
<0: С«:-

М34 =>4, -М24МЗЗ , 

Л 

о2,Д +— >0. 

ҐЛ ^ Г А > 

4 = - а2-С*2\ а\2+а\4 + ап а\+а\\ 
V 1 ) 

Л 

Элементы ап ,а 1 2 ,а 1 4 ,а 2 ! матрицы и известны, о43 = 1, остальные ее элементы равны нулю. 

В табл. 1 и на рисунке отражены результаты численного исследования, которые полу-
чены на основе расщепления динамических уравнений самолета Ту-154Б. Эти результаты 
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дают картину, соответствующую расщеплению уравнений каждой из преобразующих матриц 
(к,24к'4) и (к^к'2). 

Средние квадратические отклонения физических переменных приведены в табл. 2. 

Определение статистических оценок параметров полета при разделении движений: 
а -й); - амплитуда первого колебания х3(/);б-а ! - амплитуда первого колебания х4(г); 

1 - матрица (К?4К1
2

4 ); 2 - матрица ( К ^ К 1
2

2 ) 

Таблица I 

Средние квадратические 
отклонения новых пере-
менных состояний 

щ 
1,0035102-10"2 4,3175022-10"3 

о-О) г2 
3,916869-Ю'3 4,6891524-Ю'3 

сг<2> 2,1997049-Ю-3 2,7548118-Ю"4 

4,8643185-Ю.з 6,0918543-10^ 

Таблица 2 

аX1 ах4 

2,501 3,53-Ю-3 8,0 МО"3 1,201-Ю'2 
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Сравнение их позволяет сделать заключение, что с точки зрения статистического оце-
нивания параметров вторая матрица предпочтительнее первой. 
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