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СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОЇ СИСТЕМИ СТАБІЛІЗАЦІЇ ВЕРТОЛЬОТА  
ЧАСТОТНИМ ТА ЧАСОВИМ МЕТОДАМИ 

Розглянуто результати дослідження системи стабілізації вертольота як нестійкого об’єкта, що підтверджує 
можливість виконання синтезу оптимальних структур систем стабілізації частотним та часовим методами.  

The research of helicopter stabilization system, as unstable plant, which are directed to confirmation of possibility to 
carry out synthesis of optimal structures of stabilization system with the help of frequency and time methods, are 
fulfilled in this article. 
 

Вступ 

Останнім часом для вирішення багатьох нагаль-
них народногосподарських завдань суттєво роз-
ширюються межі застосування вертольотів, у ре-
зультаті чого швидко зростають і вимоги до ха-
рактеристик  їх руху на заданих траєкторіях 
польоту в тривалих стохастичних збурених ре-
жимах.  
Вертольоти широко використовуються як для 
перевезень пасажирів і вантажів, так і для вико-
нання будівельно-монтажних, рятувальних, роз-
відувальних робіт,  гасіння пожеж, аерофотозйо-
мок та ін. 
Завдання створення систем стабілізації, які б  
забезпечували мінімальне відхилення вертольота 
від заданої траєкторії польоту, є актуальним і  
заслуговує на увагу багатьох спеціалістів.  
Основний шлях досягнення потрібних точніст-
них характеристик полягає в розробленні науко-
во обґрунтованих технічних пропозицій щодо 
створення оптимальних структур систем керу-
вання і стабілізації програмних рухів вертольота 
з урахуванням впливів на нього експлуатаційних 
стохастичних факторів. Доцільно визначати оп-
тимальними як структуру, так і параметри сис-
тем стабілізації, досягаючи при цьому оптималь-
них меж точності стабілізації на програмних тра-
єкторіях руху.  
Польоти вертольота характеризуються тим, що 
більшість режимів виявляються тривалими, ста-
ціонарними процесами без великих відхилень 
параметрів руху.  
Синтез оптимальних структур регуляторів у кон-
турі стабілізації в таких випадках можна викону-
вати двома методами: 
− частотним з використанням методу Вінера − 
Колмогорова; 
− часовим з використанням теореми розділення 
та розв’язання рівнянь Рікатті. 

Популярність часових методів обумовлена, у  
першу чергу, їх високою ефективністю під час 
розв’язання нестаціонарних задач у детермінова-
них і стохастичних постановках. 
Вирішуючи завдання кутової стабілізації та ста-
білізації літальних апаратів на заданій траєкторії 
польоту, враховують, що на об’єкт стабілізації 
безперервно діє маса малих стохастичних зовніш-
ніх збурюючих факторів, що дозволяє виконува-
ти синтез систем стабілізації спектральними (ча-
стотними) методами. У цих задачах алгоритми 
синтезу і аналізу виявляються простішими, а ре-
зультати синтезу легше реалізуються апара-
турно. 
Процедури синтезу наведеними методами вияв-
ляються нескладними, а отримані результати ві-
дрізняються лише за виглядом отриманих струк-
тур, а також простотою їх реалізації. 
Виконаємо синтез оптимальної системи кутової 
стабілізації вертольота типу Мі-8 у каналі танга-
жа в режимі висіння, використовуючи частотний 
та часовий методи синтезу. 
Вертоліт цього типу належить до одногвинтових 
і розглядається як динамічна система, що є  
нестійкою практично на всіх режимах польоту.  

Постановка задачі 

Задачу синтезу оптимальної структури системи 
стабілізації вертольота як рухомого нестійкого 
об’єкта поставимо таким чином.  
Структура системи стабілізації вертольота  
не відрізняється від узагальненої структури для 
багатьох систем стабілізації рухомих об’єктів і 
матиме два контури [1].  
За допомогою алгоритмів зведення двоконтур-
них систем до еквівалентних одноконтурних сис-
тем стабілізації [2] шляхом структурних перетво-
рень та розширення об’єкта, зведемо таку систему 
до загальної структури, зображеної на рис. 1. 
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Рис.1. Структурна схема системи стабілізації нестій-
кого об’єкта під час «ідеальних» вимірювань 

Рух нестійкого об’єкта стабілізації описується 
диференціальним рівнянням з постійними коефі-
цієнтами: 

P(s)x(s) = M(s)u(s) + ψ(s),                                     (1) 

де P(s) і M(s) – поліноми аргумента  
s = σ + jω, 
причому поліном P(s) має корені як у лівій півп-
лощині (ЛПП), так і у правій півплощині (ППП); 
x(s) – зображення вихідної реакції об’єкта за пе-
ретворенням Лапласа, (в нашому випадку це кут 
тангажа); 
u(s) – зображення сигналу керування (сигнал ке-
рування автоматом перекосу гвинта) за перетво-
ренням Лапласа;  
ψ(s) – зображення збурень (турбулентний вплив 
вітру) за перетворенням Лапласа. 

Рішення задачі частотним методом  

Синтез оптимальної системи стабілізації верто-
льота в частотній області виконується з викорис-
танням методу Вінера − Колмогорова [2]. 
Задача полягає в тому, щоб вибором оптимальної 
структури регулятора W(s) забезпечити стійкість 
замкненої системи та мінімум показнику якості 
стабілізації, який визначається виразом  
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де  −  ваговий поліном, що дозволяє враховува-
ти витрати потужності керування; 
Sxx(s), Suu(s) – спектральні щільності сигналів ви-
ходу та керування; 

 символ математичного сподівання. 

Визначення шуканої оптимальної структури W 
запишемо як 

  1

xu FFW


 , 

де передавальні функції uF  і xF  замкненої сис-
теми, визначаються у процесі синтезу за відомим 
алгоритмом [2] на підставі вихідної інформації 
про динаміку об’єкта керування і збурюючих 
впливів.  

Функції uF  і xF  визначаємо так: 
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де Ф – вибирається як варійована функція. 
Поліноміальні функції В та А треба визначити на 
основі вхідної інформації за умов: 

11 BMMP  


;                                                       (4) 

  11 PMAP 


  .                                                   

Причому визначник 1B  містить полюси тільки 

в ППП, В визначається за допомогою операції 

одностороннього видалення полюсів MP 1   
виразу (4). 
Отже, після вибору за умов (4) поліноміальних 
матриць А і В, підставивши їх у вирази (3), мож-

на визначити функцію uF  через варійовану фун-

кцію Ф, причому uF  завжди буде мати полюси 
тільки в ЛПП.  
Для розрахунку оптимальної структури регуля-
тора W(s) був розроблений пакет прикладних 
програм для ПК. 
Як модель динаміки вертольота у вигляді пере-
давальної функції від відхилення кільця автомата 
перекосу до кута тангажа [1] подано вираз 
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де   − відхилення кута тангажа; 

z  − відхилення кільця автомата перекосу  
гвинта. 
Для вертольота Мі-8 коефіцієнти передавальної 
функції (5) такі [1]: 
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Підставимо значення цих коефіцієнтів у модель 
(5) і запишемо рівняння (1) так: 
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x(s) =  ;   u(s) = z . 
Об’єкт стабілізації є нестійким, що ускладнює 
задачу синтезу оптимальних структур досліджу-
ваного каналу стабілізації. Тому попереднє  
визначення структур матриць A  і B  має врахо-
вувати та компенсувати корені, що знаходяться у 
ППП [2].  
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Подальша процедура синтезу не відрізняється від 
послідовності дій під час синтезу оптимальної 
структури стійкого об’єкта стабілізації. Тобто як 
результати розв’язання задачі синтезу оптималь-
них структур системи стабілізації, потрібно 
отримати таку структуру регулятора W(s), яка 
забезпечить виконання умов стійкості замкненої 
системи стабілізації та досягнення оптимального 
рівня якості (точності) стабілізації.  
Рух об’єкта, що досліджується, збурюється тур-
булентністю атмосфери, яка вважається випад-
ковим стаціонарним процесом зі спектральною 
щільністю, заданою у вигляді 
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У результаті обчислень на ПК за вихідними да-
ними отримано оптимальну структуру регулято-
ра W(s) у вигляді передавальної функції регуля-
тора в каналі стабілізації тангажа за  = 1: 
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При цьому числове значення відносного показ-
ника якості стабілізації (2) дорівнює е = 0,2440. 
Логарифмічночастотні характеристики отрима-
ного регулятора зображено на рис. 2. 

Рис. 2. Логарифмічні амплітудно-частотна та  
фазочастотна характеристики регулятора в каналі  
стабілізації тангажа 

Оптимальні передавальні функції замкненої сис-
теми стабілізації uF  та xF  мають вигляд 
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Як видно, вони задовольняють умову стійкості 
замкненої системи стабілізації. 
Виконані дослідження реакції системи стабіліза-
ції на детерміновані впливи, зображені на рис. 3, 
свідчать про допустимі характеристики перехід-
ного процесу у цьому каналі з використанням 
синтезованих оптимальних структур у каналі 
стабілізації за кутом тангажа. 
Рішення задач часовим методом 
Задачу синтезу оптимальної структури дослі-
джуваної системи стабілізації нестійкого об’єкта 
при стохастичних впливах можна розв’язати та-
кож і часовим методом з використанням теореми 
розділення. 

а 
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б 

Рис. 3. Реакція оптимальної системи (частотний 
метод) на детерміновані впливи:  
а − перехідна характеристика; 
б − імпульсна перехідна характеристика 
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Для розв’язання задачі синтезу часовим методом 
модель досліджуваної системи (1) подамо у ви-
гляді моделі у просторі станів: 

;1 BuAxx  

,2Cxy   

де A  − матриця стану системи; 
x  − вектор змінних стану системи; 
B  − матриця керування системи; 
u  − вектор змінних керування;  

1  – кольоровий шум, який збуджує стан систе-
ми, спектральна щільність якого описує турбу-
лентність атмосфери; 
y  − вектор змінних, що вимірюються;  
С − матриця спостережень; 

2  − шум спостереження чи вимірювання. 
Задача полягає в тому, щоб побудувати опти-
мальний регулятор F, який мінімізує показник 
якості − інтегральний квадратичний критерій: 

 







 


dtE TT

0
21 uRuxRx ,                                 (8) 

де 1R , 2R , − невід’ємно визначені симетричні 
вагові матриці: 

CRCR 31
T , 

Е – математичне сподівання. 

У критерії (8) перша складова xRx 1
T  є мірою ві-

дхилення від нульового стану системи у момент 

часу .t  Другий член критерію (8) uRu 2
T  вра-

ховує витрати потужності на керування. 
Розв’язання задачі побудови оптимального регу-
лятора є комбінацією розв’язань задачі детермі-
нованого оптимального регулятора та задачі оп-
тимального стохастичного  спостерігача в разі дії 
на систему випадкових збурень. Цей результат 
відомий як теорема розділення [3], її реалізація 
виконується в декілька послідовних етапів. При-
чому на першому етапі синтезується оптималь-
ний стохастичний спостерігач (фільтр Калмана), 
а вхідними даними для синтезу є збурений (роз-
ширений) об’єкт (рис. 4) та матриці коваріації 
шумів стану та вимірювань. 
У результаті отримуємо модель спостерігача в 
просторі стану. Стан системи збурюється турбу-
лентністю атмосфери, яка є кольоровим шумом. 
Оскільки стандартна задача синтезу оптимально-
го стохастичного спостерігача передбачає, що на 
систему діє білий шум, то для зведення постав-
леної задачі до стандартного вигляду потрібно 

включити формуючий фільтр (рис. 4) у структу-
ру об’єкта, тобто розширити об’єкт, причому 
модель формуючого фільтра буде подана також у 
просторі станів матрицями ],,,[ ffff DCBA .  

Для синтезу використовуватимемо об’єкт з роз-
ширеним простором стану, який описується мат-
рицями ],,,[ exexexex DCBA . 

На другому етапі здійснюється синтез оптималь-
ного детермінованого регулятора. Вхідними да-
ними для синтезу є матриця стану розширеного 
об’єкта, частина матриці керування розширеного 
об’єкта (вибираємо тільки ті стовпці, які відпові-
дають керованим входам) та матриці вагових ко-
ефіцієнтів. У результаті отримаємо коефіцієнти 
підсилення регулятора. 
З метою отримання спрощеного регулятора на 
третьому етапі поєднують спостерігач з регуля-
тором (рис. 4). 
Для синтезу оптимального спостерігача викорис-
товується об’єкт з розширеним простором стану, 
описуваний матрицями ],,,[ exexexex DCBA , та 

створюється, виходячи з інформації про динамі-
ку об’єкта керування вигляду (5) – матриці 

][ DC,B,A,  та моделі у просторі станів формую-

чого фільтра збурень вигляду (6) – матриці 
],,,[ ffff DCBA : 
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Рис. 4. Оптимальна система керування 
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Синтезована оптимальна структура об’єднаного 
регулятора (стохастичний спостерігач та опти-
мальний детерминований регулятор) забезпечує 
мінімальне значення показника якості (8) та 
стійкість замкненої системи. 
Задачу синтезу оптимальної системи стабілізації 
канала тангажа вертольота в часовій області для 
вихідних даних (9) було вирішено за допомогою 
пакета програм MatLab, у результаті чого було 
отримано: 
− чотири матриці [Ar,Br,Cr,Dr], що описують по-
єднання оптимального стохастичного спостері-
гача (фільтра Калмана) та оптимального детер-
мінованого регулятора вигляду 
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− передавальна функція синтезованого узагаль-
нювального регулятора в каналі стабілізації тан-
гажа: 

   
 sF
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den

num
 ;                                                   (10) 
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− передавальна функція замкненої системи ста-
білізації (рис. 4), корені характеристичного рів-
няння якої знаходяться у ЛПП: 
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den

 

− числове значення показника якості системи за 
стохастичних впливів і обраних значень вагових 
коефіцієнтів R1 і R2 та без включення формува-
льного фільтра в послідовне з’єднання регулято-
ра з об’єктом: Н2 = 1,9808. 
Логарифмічно-частотні характеристики синтезо-
ваного регулятора (10) у каналі стабілізації тан-
гажа вертольота зображено на рис. 5. 
Логарифмічні характеристики передавальних 
функцій оптимальних систем стабілізації синте-
зованих частотним )(F sx  (7) та часовим G(s) (11) 
методами показано на рис. 6.  
Проведене зіставлення свідчить про збіг робочих 
частотних діапазонів отриманих оптимальних 
систем. 
Результати дослідження реакції системи стабілі-
зації (часовий метод) на детерміновані впливи 
свідчать про допустимі характеристики перехід-
ного процесу в цьому каналі (рис. 7). 
Для перевірки еквівалентності отриманих ре-
зультатів було виконано дослідження якості сис-
теми в частотному поданні в разі включення оп-
тимальної структури регулятора, синтезованого 
за часовим методом у замкнену систему. 
Отримані передавальні функції замкненої систе-
ми мають вигляд 
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Перехідна та імпульсна перехідна характеристи-
ки такої замкненої системи стабілізації зображе-
но на рис. 8. 
При цьому відносний показник якості стабіліза-
ції (2) дорівнює е = 5,0615. 
Зокрема, стійкість системи зберігається, незва-
жаючи на розбіжність проведених процедур. 
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Рис. 5. Логарифмічні амплітудно-частотна та фазочастотна характеристики синтезованого регулятора в каналі 
стабілізації тангажа
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Рис. 6. Логарифмічні амплітудно-частотні (а, в) та фазочастотні (б, г) характеристики оптимальних систем  
стабілізації: 
а, б – частотний метод Fx;  
в, г – часовий метод G 
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Рис. 7. Реакція оптимальної системи (часовий метод) на детерміновані впливи:  
а – перехідна характеристика;  
б – імпульсна перехідна характеристика
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Рис. 8. Реакція оптимальної системи (частотночасовий метод) на детерміновані впливи: 
а – перехідна характеристика; 
б – імпульсна перехідна характеристика 
 
Висновки 

Проведені дослідження свідчать про можливість 
виконання синтезу оптимальних структур систем 
стабілізації частотним методом з використанням 
методу Вінера − Колмогорова та часовим мето-
дом за теоремою розділення. 
Синтезовані оптимальні структури в обох випад-
ках виявляються стійкими на відміну від дослі-
джуваного об’єкта стабілізації, забезпечують 
стійкість замкненої системи та достатній рівень 
якості (точності) стабілізації. 
Аналізуючи реакції отриманих оптимальних сис-
тем стабілізації на детерміновані впливи, наочно 
видно, що система, структура якої отримана в разі 
синтезу за теоремою розділення, має коротший 
перехідний процес та меншу статичну похибку 
(рис. 7). Це забезпечує синтезований оптимальний 
детермінований регулятор, що входить до складу 
узагальненого оптимального регулятора.  
Оптимальна система, синтезована за методом Ві-
нера − Колмогорова, має довший перехідний про-
цес та більшу статичну похибку (рис. 3), але дис-
персія похибки стабілізації є на порядок меншою. 
Причиною цього є те, що структура оптимального 
регулятора синтезується, якщо врахована лише 
випадкова складова збурюючих факторів, яка є 
головною в розв’язанні задач стабілізації.  

Удосконалити отримані результати не становить 
труднощів, для цього необхідно виконати синтез 
оптимального регулятора за детермінованих 
впливів за відомим алгоритмом [2] та побудувати 
узагальнювальний двоканальний регулятор, кож-
ний канал якого буде реагувати (обробляти) 
окремо детерміновану та випадкову складові, ро-
зділення яких можливе використанням розділю-
вальних фільтрів.  
Цей підхід дасть можливість поліпшити як пере-
хідні процеси в системі, так і точність системи 
стабілізації за стохастичних впливів. 
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