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Розглянуто механізм утворення методичної похибки вимірювань фазової характеристики сигналів, яка 
виникає внаслідок скінченного часу обробки сигналів, та можливість її зменшення за допомогою віконної 
обробки. Наведено приклад реалізації запропонованої методики. 

The mechanism of reception of a methodical error of measurements of the phase characteristic of signals is  
considered which arises owing to final time of processing, and way of its elimination with use of window  
processing. The example of realization of the offered technique is given. 

Вступ 

Для широкого класу вузькосмугових сигналів 
вигляду 

         ,,cos tttUtu , 

де t  – час;  tU  – обвідна (або амплітудна харак-
теристика сигналу). 
Важливою та інформативно ємною характерис-
тикою є  t  – фаза, або фазова характеристика 
сигналу (ФХС). Ця характеристика сигналу вво-
диться на підставі перетворення Гільберта [1]. Це 
перетворення дозволяє визначити аналітичний 
сигнал  

     tujtutz


  ,  

де     tutu H
 – гільберт-образ сигналу  tu ; 

H  – оператор перетворення Гільберта. 
Після цього ФХС визначається як [2] 
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де  sign  – знакова функція;  tL  – ступенева 
числова функція, яка усуває розриви ФХС, у  
точках, кратних 2 .  
Перетворення Гільберта передбачає інтегрування 
сигналу в інтервалі   , , отже, є фізично не 
реалізованим.  
На практиці користуються інтегральним перет-
воренням добутку    tWtx , де  tWп  – вагова 
функція (часове вікно прямокутної форми): 
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де вT  – тривалість часового вікна. 

З урахуванням виразу (2) маємо інтегральне  
перетворення 
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з ядром перетворення Гільберта  t
1

,  

де ..pv  – головне значення невластивого інтегра-
ла за Коші.  
Перетворення (3) дозволяє застосувати “ковзну” 
обробку для визначення поточних оцінок харак-
теристик сигналу в реальному часі. Однак у цьо-
му випадку виникають методичні похибки вимі-
рювання, які збільшуються зі зменшенням вT .  
Наприклад, при оцінці ФХС гармонічних сигна-
лів і тривалості часового вікна 5  10 періодів 
сигналу, абсолютне значення цієї похибки стано-
вить [2] ~(0,16  0,56) рад для 
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Відоме застосування віконної обробки сигналів і 
вікон різної форми (Хеммінга, Ханна, трикутно-
го, Кайзера, Чебишева тощо) при обчисленні 
спектрів сигналів для підвищення точності їх 
оцінки. Використання віконної обробки сигналів 
дозволить зменшити методичні похибки і у ви-
падку визначення ФХС сигналів.  
Мета статті – аналіз впливу віконної обробки 
сигналів для вікон різної форми на точність  
визначення ФХС. 
Постановка задачі – досліджується гармонічний 
сигнал  

),2cos()(  ftUtu   ,t ,                       (4) 

де ,, fU  – відповідно амплітуда, частота і  
початкова фаза сигналу.  
Фазова характеристика сигналу (4) становить 

   ftt 20 .  
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Значення  t0  оцінюється на інтервалі 

 в0в0 5,0,5,0 TtTt   для довільно вибраного 

моменту 0t . Оцінка ФХС на обраному інтервалі 

здійснюється шляхом визначення ФХС  t  до-

бутку    tWtx , де  tW  – різні, відмінні від 
прямокутної форми, вагові функції.  
Необхідно визначити вплив вагової обробки для 
різних типів вікон на методичну похибку оцінки 
ФХС. 

Розв'язок поставленої задачі  

Отримання точного аналітичного виразу для ме-
тодичної похибки визначення ФХС неможливе, 
тому задача була вирішена шляхом моделювання. 
Методикою моделювання передбачалося вико-
нання таких етапів: 
1) формування вибірки сигналу (4) на інтервалі 
часу  в0в0 5,0,5,0 TtTt   з періодом дискрети-

зації в
1

д TfT   , тобто формування вибірки: 

    д2cos fnTUnu , вд,,1 TNTNn  ; 

2) формування вагової функції  nW  з періодом 

дискретизації дT  для різних типів вікон  

(Хеммінга, трикутного, Кайзера, Чебишева тощо) 
[3; 4]; 
3) визначення вибірок нормованого гільберт-
образу сигналу з ваговою обробкою: 

        nWnu
nW

nn H
1

 ; 

4) визначення оцінки ФХС  n  на інтервалі ча-

су  в0в0 5,0,5,0 TtTt   за загальним алгорит-

мом (1); 
5) обрахування методичної похибки оцінки 
ФХС:  

     nnn 0 ;                                             (5) 

6) Порівняльний аналіз отриманих результатів 
для різних типів вікон. 

Результати моделювання 

Відповідно до методики був вибраний гармоніч-
ний сигнал (рис. 1, а): 
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з такими характеристиками:  
TР=9,25Т; N=1600; Tд=0,01 с; u=1 В; Tв=16 с;  
f=4 Гц; t0=8 с.  
Результати моделювання для вікна Хеммінга, 
трикутного вікна, вікна Кайзера, вікна Чебишева 
показано на рис. 2, 3, 4, 5.  

На прикладі вікна Хеммінга проілюстровано 
отримання методичної похибки визначення 
ФХС. Відповідно до методики формується ваго-
ва функція: 
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Результати побудови гільберт-образу добутку 
   nWnu  (крива 1) та обвідної (крива 2) відпо-

відно до і після нормування коефіцієнтом  nW

1
  

показано на рис. 6, а, б. 
Обвідна визначається за формулою 

       22 nununA
 . 

Фазова характеристика  n0  досліджуваного 

сигналу ][nu  визначається як 

    ДfnTn 20 ; КП nnn , . 

Отже, ][nu  являє собою вибірки радіоімпульсно-
го сигналу з початком у точці nп = 337 і кінцем у 
точці nк = 1263.  
Результати розрахунку ФХС за формулою (1) з 
розривами характеристики (без урахування скла-
дової  tL2 ) та після усунення розриву зобра-
жено на рис. 7.  
Розраховану за формулою (5) методичну похиб-
ку визначення ФХС показано на рис. 8.  
Порівняння ефективності застосування різних 
типів вікон виконувалося на підставі аналізу від-
повідних методичних похибок визначення ФХС 
(рис. 9).  
Орієнтовну кількісну оцінку зменшення мето-
дичної похибки наведено в таблиці. 
З виконаного аналізу випливає, що найкращі  
результати отримані для вікон Кайзера і Чеби-
шева, які дозволяють зменшити методичну  
похибку визначення ФХС на ~ 60%. 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Взаємне розташування в часі сигналу (а) 
та вікна Хеммінга (б) 
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Рис. 2. Вікно Хеммінга: 
а – аналітичний вираз вікна; б – форма вікна; в – ме-
тодична похибка визначення ФХС для цього вікна (2) 
та вікна прямокутної форми (1) 

Рис. 3. Вікно трикутне: 
а – аналітичний вираз вікна; б – форма вікна; в – ме-
тодична похибка визначення ФХС для цього вікна (2) 
та вікна прямокутної форми (1)   
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Рис. 4. Вікно Кайзера: 
а – аналітичний вираз вікна; б – форма вікна; в – ме-
тодична похибка визначення ФХС для цього вікна (2) 
та вікна прямокутної форми (1); β – константа, яка 
визначає співвідношення між максимальними рівня-
ми бокових пелюстків і шириною головної пелюстки; 
І0(х) – функція Бесселя першого роду нульового  
порядку 

Рис. 5. Вікно Чебишева: 
а – аналітичний вираз вікна; б – форма вікна; в – ме-
тодична похибка визначення ФХС для цього вікна (2) 
та вікна прямокутної форми (1); β – константа, яка ви-
значає співвідношення між максимальними рівнями 
бокових пелюстків і шириною головної пелюстки 
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Рис. 6. Побудова гільберт-образу добутку un 
Wn (крива 1) та обвідної n (крива 2) до (а) 

і після (б) нормування коефіцієнтом  nW

1
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Рис. 7. Розрахунок ФХС: 
а – з розривами характеристик; б – після усунення 
розривів 

 
Рис. 8. Методична похибка визначення ФХС: 
1 – похибка без віконної обробки; 2 – з віконною обробкою 

 
Оцінка методичної похибки для різних типів вікон 

Тип вікна 
Зменшення мето-
дичної похибки 

визначення фази, % 

Загальна 
оцінка 

Хеммінга 40  Добре 
Трикутне 25 Незадовільно 
Кайзера 63 Відмінно 
Чебишева 64 Відмінно 

 

        n 
 
 
 
 
 
 
 

t, c

Рис. 9. Залежність n для різних вікон:  
1 – прямокутного; 2 – трикутного; 3 – Хеммінга;  
4 – Кайзера; 5 – Чебишева 

 

Висновки 

1. Під час використання перетворення Гільберта 
для обмеженого в часі сигналу виникає методич-
на похибка визначення ФХС, яка має коливний 
характер і збільшується на краях інтервалу аналі-
зу існування сигналу. 
2. Додаткова віконна обробка обмежених у часі 
сигналів дозволяє зменшити методичну похибку 
визначення ФХС.  
Найбільший виграш (до 60%) стосовно змен-
шення  n  дає застосування вікон Кайзера і 
Чебишева, які можуть бути рекомендовані для 
використання в прецизійних швидкодіючих  
фазовимірювальних засобах. 
3. Використання віконної обробки для заданого 
рівня методичної похибки дозволяє зменшити 
час вимірювання ФХС і відповідно збільшити 
швидкодію фазовимірювальної апаратури. 
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