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СПЛАЙН-АПРОКСИМАЦТЯ ОЦІНОК КОРЕЛЯЦІЙ® 
ГАРМОНІЙНИХ СИГНАЛІВ

ї  ПОСЛІДОВНОСТЕЙ

Запропоновано сплайн-обробку за методом найменших квадратів оцінок кореляційних 
послідовностей комплексних гармонійних сигналів, які містять випадкову складову, з 
урахуванням нелінійного аналітичного зв ’язку між дійсною та уявною частинами цих 
послідовностей.

У задачах числової обробки гармонійних сигналів, що містять випадкові складові, час­
то необхідно оцінити тренди кореляційних послідовностей цих сигналів. У класичному ви­
падку для цього можна використовувати комплексні сплайни з різним розташуванням вузлів 
склейки в залежності від частоти сигналу. Але така апроксимація не враховує аналітичного 
зв’язку між уявною та дійсною частинами оцінок кореляційних послідовностей:

 ̂ И-т-Л
— ^ у [ я  + т]у*[и], 0 <т < N - 1;

г(т) =
N

N

п-0
ЛНтМ

у*[я+| т\]у[п], ~ (И - ї ) < т < 0 ,

з е  N  -  об’єм вхідної ПОСЛІДОВНОСТІ.

Цей зв’язок для кожного часового зміщення т є постійним незалежно від амплітуди та 
фази гармонійного сигналу і дорівнює
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Ж  к -  фіксована нормована частота.
У формулі (1) вибрано зсунену оцінку (далі оцінку) кореляційної функції (нормуючий

■оефіцієнт а не — -— ) для зменшення дисперсії відліків цієї функції при значних 
г N N - т
ж щ еннях т .V

Розглянемо задачу в такій постановці. Часова послідовність деякого гармонійного про- 
ррсу зображена відліками:

у(О = {у(0), у(1),..., у(У — 1)}} (2)
ми як результат вимірювань за схемою [1]:

У(0 = У АО  + ІУ, (0 = Аехр{;(2я/Д + <р)} + Пг(‘ ) + № (0 .
А -  амплітуда коливання; / 0 -  частота; (р -  випадкова початкова фаза з рівномірним 
оділом на інтервалі [0; 2 л ] ; г\г (/), (?) -  дійсна та уявна складові гауссівського білого

з нульовим середнім і  а дисперсіями Уг

Далі по відлікам (2) знайдемо оцінку кореляційної функції (1). Як відмічалося, для 
ої нормованої частоти к вхідної послідовності (2) незалежно від амплітуди А та почат- 

фази (р між уявною та дійсною частинами г( т ) можна встановити «відносний»
к для кожного часового зміщення т :



74 Вісник НА У. 2002. № 1

д(т) — tg[— кт]; -  (И -  І) <т< N  - 1 .
N

Складемо наступний функціонал у вигляді:

Ф= 2  [?,("*)-5,(т)]2 + £[ЯДт)-5Дт)]2+А £  [5, (т ) -  д (т Ж  т)]\
т=-( N—1) т~—( N-1) т=-{ N—1 )

де 5, (т )  = 2Д та Бг (т) = РАГ ~~ кубічні ермітові сплайни, які апроксимують уявну гг (пі) та 
дійсну гг(т) складові оцінки кореляційної послідовності; 2 ,Р  -  матриці планування для

сплайнів 5 ,,5 Г; Д = {а(Д=і> 4  = {аД Ії -  вектори оцінюваних параметрів (ординати точок 
«склейки» ділянок сплайнів).

Матриці планування 2 ,Р  в загальному випадку можуть бути неоднаковими внаслідок 
різного розташування вузлів «склейки».

Значення локального ермітового кубічного сплайна в довільній точці обчислюється за 
формулою [2]

* л  ̂ ^
Я (со) -  ам  х(ш) + а} х{(0) + ам  х(й)) + а1+2 х(ш)

для а)є [(Ощ,(йт+і] ; 8х(со) -  локальні функції форми; g -1  + 4; аг-  значення ординат вузлів 
«склейки»; І = 1,2,...,5 .

Для виконання умови методу найменших квадратів (МНК)

Ф = min

потрібен розв’язок системи рівнянь:

9Ф
<4,
ЗФ

= 0, I -  I, s ;

да
= 0, І = 1. s ;

ГІ
SI(m) = q(m)Sr(m), ~ ( N - l ) < m < N - l

V
Систему (3) розв’язати доцільніше у матричному вигляді:

Ф = (Я, -  ТА,)'r (R, -  ТА,) + (R, -  РАГ )Т (Я, -  РА, ) + Я (ТА, -  PAr f  (ТА, -  РА, ),

де Р -  матриця:
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А  = Й К ^ - Щ  ^-(Л Г -2 )],..., /;[Л Г-цГ;

К  = [ г ,Н # - Щ  гг[-(АГ-2)],..„ гг[М -1]Т ;
л
К, ’ КГ~  вектори уявної та дійсної складових оціненої кореляційної функції; 

О ~ [0,0,..., 0]г розмірністю (ТУ * 1);

А

lA j

Д ) А  — вектори ординат вузлів «склейки» сплайнів;
Z 0
0 р  ,
Z Р J

Ч _ | -У
Z ,P  -  блоково-діагональні матриці планування, стовпцями яких є локальні функції форми
сплайну k z(t), k p(t); k = l + 4 [2].

Розмірність матриці W -  {ЗN  * 2s) .
Класичний розв’язок МНК:
A = (WTW y lW TR,

та S( -  2Д , Sr = РАт -  сплайни, які побудовані вже з урахуванням аналітичного зв’язку між 
г,(т) та гг(т).

Наведемо приклади побудови запропонованої апроксимації. Нехай спостерігається 
гармонійний процес з амплітудою А = 1, випадковою початковою фазою q>, рівномірно
розподіленою на інтервалі [0; 2 л ] , нормованою частотою k = 4,  об’ємом вибірки N -1 0  :

.,2пУ(«) = Уг (») + ЗУг (*) = Аехр {У(—  t e  + <р) } + цТ (п) + ji), (П), п = 0, АГ -1 ,

де rjr( п ),т]{(п ) -  дійсна та уявна складові гауссівського білого шуму з нульовим середнім та 
дисперсіями Vr ~Vi =\.

За формулою (1) знайдемо оцінку кореляційної функції r(m ). Якісну сплайн-апрок-
еимацію такої послідовності побудувати важко, через те що на десять відліків приходиться 
чотири коливання. Тому спочатку проведемо інтерполяцію даної оцінки, а потім по більшій 
кількості відліків розрахуємо апроксимуючі сплайни за класичним та запропонованим мето­
дами. На рис. 1 наведено інтерпольовану праву частину дійсної складової оціненої кореля­
ційної функції. За рахунок наявності шуму вона значно відрізняється від ідеальної (побудо­
ваної в разі відсутності шуму). Класична сплайн-апроксимація (рис. 1, а) добре наближає 
вхідну послідовність, але ніякої нової інформації про процес не додає. Проте сплайн-апрок­
симація, побудована з урахуванням аналітичного зв’язку між уявною та дійсною складовими 
інтерпольованої оцінки кореляційної функції (рис. 1, б), навпаки зовсім не наближує цю вхідну 
послідовність, а відтворює функцію, подібну до ідеальної.

Цікаво прослідити за поведінкою сплайнів в разі відсутності корисної складової у вхід­
ній послідовності ( А = 0). На рис. 2 наведені приклади апроксимації оцінки кореляційної функції
шуму. Як і в першому прикладі, класичний сплайн (рис. 2, а) добре наближує оцінку Rr , але в
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а б
Рис. 1. Сплайн-апроксимації кореляційних послідовностей класичним 8кг (а) та запропонова-

ним 5 (б) методами

Рис. 2. Сплайн-апроксимації оцінки кореляційної функції шуму класичним 5^. (а) та запропоно­

ваним 8 Г (б) методами

а
Рис. 3. Середньоквадратичне відхилення сплайнів, побудованих класичним (7) та запропонова­
ним (2) методами відносно ідеальної (а) Д ( А = 1), нуля А  = 0 (б)
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цьому разі важко сказати про наявність чи відсутність корисної складової в сигналі, що спо­
стерігається. Проте сплайн, побудований запропонованим методом (рис. 2, б), вказує на від­
сутність гармонійної складової в цьому сигналі.

В обох наведених прикладах для побудови апроксимації класичним та запропонованим 
методами матриці планування розраховувалися для однаково розташованих абсцис вузлів 
склейки сплайнів. Вузли підбиралися з умови якісного наближення класичним сплайном іде­
альної кореляційної функції (див. рис. 1).

За допомогою математичного моделювання побудуємо графіки середньоквадратичних 
відхилень сплайнів відносно ідеальної у випадку наявності гармонійної складової ( А  = 1)
в сигналі, що спостерігається (рис. З, а), та відносно нуля -  у випадку відсутності гармоній­
ної складової (А = 0) в цьому сигналі (рис. З, 6).

Кращі апроксимуючі властивості мають ті сплайни, середньоквадратичні відхилення 
яких наближуються до нуля. Винятком є точка т = 0 (рис. З, б). Середньоквадратичні відхи­
лення сплайнів відносно нуля в цій точці повинні наближуватися до 2, тому що 
Яг(0) = Уг +Уг = 2 при А = 0 . »

Таким чином, запропонований метод сплайн-апроксимації з урахуванням апріорно ві­
домого аналітичного зв’язку між уявною та дійсною складовими кореляційної послідовності 
в цілому дозволяє більш якісно виділяти тренди цих послідовностей.
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МОДЕЛІ ОПТИМ ІЗАЦІЇ ПОСЛІДОВНИХ СИСТЕМ  
ЗА КРИТЕРІЄМ  УБЕЗПЕЧЕННЯ ВІД РИЗИКУ ВІДМОВ

Розглянуто метод оптимізації складних, послідовно зв ’язних систем на етапі розробки 
та проектування за критерієм витрат на убезпечення від ризику відмов системи з ура­
хуванням керування ризиком для можливості його зменшення. На основі розробленого 
модифікованого методу невизначених множників запропоновано метод і моделі, що до­
зволяють мінімізувати витрати на побудову системи заданої якості з допустимими рів­
нями ризику відмов.

Під складною системою розумітимемо класично означену систему, яка допускає технічне чи 
функціональне розбиття її на підсистеми, вузли чи елементи, жодному з яких не притаманні влас­
тивості, якими володіє система інтегрально. Під час розробки системи виникає проблема її оптимі­
зації за різними показниками і, насамперед, оптимізації системи за критерієм ризику її відмов і 
критерієм її надійності при обмеженнях на економічні витрати на створення. В основу якості сис­
теми покладено, в першу чергу, певний припустимий рівень ризику її відмов або належний рівень 
її надійності. Цього можна досягти високою якістю комплектуючих матеріалів, сировини, найсу­
часнішим устаткуванням виробництва, наукоємними технологіями, що вимагає значних витрат


