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АЛГОРИТМ ІЗАЦІЯ НЕПАРАМ ЕТРИЧНОЇ ОЦІНКИ ФУНКЦІЇ РОЗПОДІЛУ  
ЙМ ОВІРНОСТЕЙ ПРИ ОБРОБЦІ СТАТИСТИЧНИХ ДАНИХ

Запропоновано алгоритмізацію непараметричної оцінки функції розподілу та функції щіль­
ності ймовірності реалізацій випадкової величини за допомогою локсшьних поліноміальних 
сплайнів на основі В-стайнів другого і третього порядку та обчислення стійких квантилів.

Задача відтворення розподілів є класичною. Н еобхідно відтворити функцію розподілу 
Г’(х;© )= Р{со:- оо(^(ю)(х} імовірнісного простору за  даними вибіркового простору

(П „ ,А ,Р „), де Г2„ є  О , = | х (;/ = 1,и!> -  вибірка. За Рп м ож ливо брати оцінку емпіричної 

функції розподілу ймовірностей / '’„(х) або гістограмні оцінки.

Н еобхідність підвищ ення точності і достовірності статистичних висновків, одерж ува­
них з ум ов експерименту, розв'язання ряду задач теорії надійності, масового обслуговування 
і розпізнавання образів обумовили введення сплайн-розподілів. Серед напрямків теоретич­
них і прикладних дослідж ень щодо сплайн-перетворень у задачах йм овірнісно-статистичного 
аналізу варто виділити відтворення і дослідження функцій розподілів (сплайн-розподілів) і 
ф ункцій щ ільності (гістосплайнів) за вибірковими даними. Г істосплайни апроксимую ть гі­
стограм у або емпіричну функцію  розподілу сплайн-функціями поліном іального або експоне­
нціального типу і тим  самим оціню ю ть щ ільність ймовірності за  кінцевою  вибіркою.

Інтерполю вання і згладж ування гістограм локальними поліноміальними сплайн- 
ф ункціями, особливо параболічними і кубічними, проводяться за класичною  схемою. Н ай­
більш  адекватні моделі функції щ ільності і розподілу отримую ть на основі усередню ю чих 
сплайнів. О собливий клас функцій складаю ть В-сплайни, які успіш но реалізую ться при від­
творенні функції щ ільності за гістограмою.

Д ля відтворення функції щ ільності мож на запропонувати такий  підхід. Н ехай задано

масив спостереж ень X  - х ,,і  = 0, /і — 1 >, п ~ £ І , за яким побудовано варіаційний ряд, розби-

тий на класи. Для цього фіксується рівномірне розбиття осі спостереж ень А н на класи

= * т ш  + ( і- і )Л  + А/ 2 ,
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де А -  крок розбиття: А = ; - т̂іп. хтах -  мінімальне та  максимальне значення варіа­

ційного ряду; г  -  кількість варіантів.
Для варіаційного ряду, розбитого на класи, обчислені частоти, випадковості та

емпірична функція розподілу: п  = у і - , і =  0 , г - 1  | , /  = | / . , /  = 0 , г - і | ,  / гн = | / 7дІ.,/ = 0 , / ' - і |

відповідно. Н еобхідно знайти неперервне наближення функції щ ільності розподілу йм овір­
ності реалізацій випадкової величини /(х).

За таке наближ ення виберемо локальний поліноміальний сплайн на основі 
В  -сплайнів другого порядку, близький до інтерполяційного у середньому. Тоді наближ ення 
функції/(х )  у вигляді локального сплайна буде таке [1]:

$2,0 ( р ,0 =  ( ! )

де

або у розгорнутом у вигляді:

(2)

Де Рі = Л  у  =  - ( ? - х і ) - 1 , |у |< 1 ;  і =

Як невизначені у ході експерименту значення /_ , ,  / г цілком достатньо взяти величини

/ - 1  = / о ,  / г  = / г - !•

Отже, для будь-якого їв [х т і„, хтах] за допомогою  описаного підходу на основі локаль­
них поліном іальних сплайнів мож на обчислити функцію щ ільності розподілу ймовірності 
реалізацій випадкової величини /( і)  за таким алгоритмом:

1) визначається клас варіаційного ряду, до якого належить точка V. і =

2) обчислю ється у  =  — (ґ -  х і) - 1 ;
А

1 - хд тіп

А
+ 1;

3) обчислю ється значення функції щільності в точці X у вигляді (2).
Для відтворення функції розподілу ймовірності реалізацій випадкової величини пропону­

ється аналогічний підхід. За наближення виберемо локальний поліноміальний сплайн на основі 
В  -сплайнів третього порядку, близький до інтерполяційного в середньому. Й ого використання 
для відтворення функції розподілу випливає з властивостей ії-сплайнів та функції розподілу:

в м .»(<)<*, * = і д . . „  ^ ( 0 = ^ 7 / ( < ) < *
А Г-А/2 ч

Отже, для відтворення функції розподілу ймовірності реалізацій випадкової величини 
будемо ш укати неперервне наближ ення функції ^  (х) у вигляді локального сплайна:

З з,о(Р’() = У р Л Л і - ‘И) ’

\  ХІ+1

х  —X ■л тах  л тш

Г

(3 )
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де

або у розгорнутом у вигляді:

(4)

Як невизначені у ході експерименту значення Рп л , РГ,РГ+1 цілком достатньо взяти ве­

личини Рп_х -  0 , /+?, = \,Р пг+1 -  1.
Отже, для будь-якого хтах] можна обчислити функцію розподілу ймовірності

реалізацій випадкової величини за аналогічним алгоритмом:

3) визначається значення функції розподілу в точці / за  виразом (4).
Вибір сплайнів (1), (3) обумовлений високими апроксимаційними властивостями [2]. 

П ростота реалізації забезпечує ш видкодію та ефективність обчислю вальної схеми з викорис­
танням  сплайнів (2), (4).

П оряд  з обчисленням  значень функцій розподілів досить часто доводиться розв’язувати 
обернену задачу -  обчислення квантилів розподілу за даною  ймовірністю.

Д ля знаходж ення квантилів функції розподілу, одерж аної за допомогою  застосування 
локального поліноміального сплайна на основі В  -сплайнів третього  порядку, пропонується

така ітераційна процедура. Нехай маємо варіаційний ряд X  -  з неперервною

квантиля (спочатку хт ;п, хтах найменш е та найбільше значення варіаційного ряду відповідно); 
2) обчислю ється 8зо(**) за виразом (4);

обирається значення х*, у противному разі переходимо на крок 4;
4) якщ о 5’30(х0) > .Р ,  то значення хтах заміню ється на х*, тобто далі обирається інтервал

[Хшіп, х*], інакш е проводиться заміна хтш на х*, тобто далі розглядається інтервал [х*,хтах] і 
переходим о на крок 1.

Д ля перевірки якості наведених алгоритмів було проведено серії експериментів з гене­
рування масивів, розподілених за нормальним законом розподілу з наступним їх відтворен­

функцією  розподілу ймовірностей Р ( х , ) е С 3. Для заданої ймовірності Р  квантиль 

знаходиться за ітераційним алгоритмом:
X • + X

1) покладемо х* = ——----- де [хт іп, хтах] -  інтервал, на якому відш укується значення, де [хт т , хтах] -  інтервал, на якому відш укується значення

3) якщ о |*5,3о(х*)_ ^ >| < є ,  де є -  задана точність, то  процес заверш ується, а за  квантиль
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ням. Вибір норм ального закону розподілу поясню ється тим, що в основу практично всієї 
класичної теорії ймовірностей та прикладного статистичного аналізу покладено цей розпо­
діл, який є меж овою  формою  багаточисельних розподілів. Експерим ент з генерації масивів 
обсягу 7000 реалізацій випадкових величин, розподілених за нормальним законом  розподілу, 
проводився для т -  0, а  = 1 .

Ім ітація норм ально розподілених випадкових величин здійсню ється неоднозначно у за ­
лежності від реалізованого методу. Задовільну достовірність узгодж ення з нормальним зако­
ном дає алгоритм  генерування випадкових чисел, заснований на властивості, що множення 
випадкових величин, розподілених за законом Релея з параметром а  і за законом  арксинуса з 
параметрами т  = 0 і X =  0,5, є випадковою величиною, розподіленою  за нормальним законом  
з параметрами (0, а )  [3].

За таким  способом для двох рівномірно розподілених випадкових чисел на [0,1) Я и Я2 

отримую ть із співвіднош ень Х х -  у] - 2 \п Я 15т2жЯ2, Х 2 -  ^ J -2 \nR Ïcos2 ^zl 2̂ два випадкових 
числа Хі, Х 2, що маю ть нормальний розподіл N(0,1).

Далі для згенерованого масиву відбувається побудова варіаційного ряду, розбиття його 
на класи, а також  обчислення частот, випадковостей та емпіричної функції розподілу.

За наведеними алгоритмами відбувається відтворення функції щ ільності та  функції 
розподілу за норм альним  законом  розподілу та обчислення квантилів.

У ході експерименту за згенерованими даними проводиться відтворення функції розпо­
ділу за норм альним  законом  розподілу та обчислення квантилів за  допомогою  класичних ап- 
роксимаційних формул [4], згідно з якими функція нормального розподілу має вигляд:

За рахунок перетворень остаточно одержують:

де ^ = 0 ,3 1 9 3 8 1 5 3 0 ;  62 = -0 ,3 5 6 5 6 3 7 0 2 ; £3 = 1,7814779377;

Ьл = -1 ,8 2 1 2 5 5 9 7 8 ; Ь5 = 1,330274429; р = 0 ,2316419; |є(м) < 7,8 • 10-8 .

Квантилі норм ально розподіленої випадкової величини отримую ть з рівняння

ґ  V ✓
Значення и може бути обчислено за такою  апроксимаційною  формулою:

Сл + с ,/  +  с „/2

сіу = 1 ,432788; сІг = 0,189269; ^ = 0 ,0 0 1 2 0 8 ;  |єр < 4 ,5 -10~4 .
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Аналіз якості описаних методів проводився на основі порівняння квантилів, обчисле­
них за  допомогою  запропонованих алгоритмів на основі локальних поліноміальних сплайнів 
з квантилями, наведеними у статистичних таблицях, та  квантилями, отрим аними за  допом о­
гою  апроксимаційних ф ормул ш ляхом  обчислення відносних похибок:

де ир -  квантиль, обчислений за  допомогою  апроксимаційних формул; иа -  квантиль, 
наведений у статистичних таблицях; и*  -  квантиль, обчислений за  допомогою  описаного 
методу на основі локальних поліном іальних сплайнів.

Результати експерименту наводяться у табл. 1,2 та  на рис. 1,2.
Таблиця 1

Порівняння результатів роботи методів для масиву даних, 
згенерованого за нормальним розподілом (кількість елементів = 7000, кількість класів = 17)

Ймовір­
ність

U а їір S,, % и* 52, % 5з, %

0,005 -2,57 -2,5759 0,2307 -2,5880 0,7012 0,4694

0,025 -1,96 -1,9602 0,0077 -2,0210 3,1106 3,1027

0,050 -1,65 -1,6450 0,0001 -1,6921 2,8619 2,8619

ОД 00 -1.28 -1,2816 0,1213 -1,3032 1,8158 1,6925

0,250 -0,68 -0,6741 0,1381 -0,6892 2,1045 2,2456

0,500 0,00 0,0001 0,0069 0,0123 1,2320 1,2250

0,750 0,68 0,6668 1,2082 0,7025 4,0746 5,3473

0,900 1,28 1,2410 3,4215 1,3230 2,9588 6,6063

0,950 1,65 1,5559 5,7018 1,6892 2,3758 8,5660

0,975 1,96 1,7995 8,1880 1,9776 0,8960 9,8941

0,995 2,58 2,1664 16,0301 2,5705 0,3668 18,6535

а б

Рис. 1. Відтворення функції щільності (а) і функції розподілу (б) нормального розподілу за до­
помогою сплайнів 1 і апроксимаційних формул 2 (кількість елементів = 7000, кількість 
класів = 17)
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Таблиця 2

П орівняння результатів роботи методів для масиву даних, 
згенерованого за нормальним розподілом (кількість елементів = 7000, к ількість класів = 37)

Ймовір­
ність

Ма ир 6і, % и* 62, % 5з, %

0,005 -2,57 -2,5759 0,2307 -2,5882 0,7080 0,4762
0,025 -1,96 -1,9602 0,0077 -1,9685 0,4331 0,4254
0,050 -1,65 -1,6450 0,0001 -1,6503 0,3198 0,3198
0,100 -1,28 -1,2816 0,1213 -1,2734 0,5147 0,6352
0,250 -0,68 -0,6741 0,1381 -0,6780 0,4430 0,5818
0,500 0,00 0,0001 0,0069 0,0112 1,1225 1,1156
0,750 0,68 0,6668 1,2082 0,6837 1,2876 2,5262
0,900 1,28 1,2410 3,4215 1,2908 0,4542 4,0130
0,950 1,65 1,5559 5,7018 1,6668 1,0163 7,1244
0,975 1,96 1,7995 8,1880 1,9474 0,6433 8,2176
0,995 2,58 2,1664 16,0301 2,5769 0,1201 18,9484

допомогою сплайнів 1 і апроксимаційних формул 2 (кількість елементів = 7000, кіль­
кість класів = 37)

П ри порівнянні квантилів, отрим аних за  допомогою  локальних поліном іальних сплай­
нів з квантилями із статистичних таблиць Больш ева-С мірнова похибка не набагато більш а, а 
іноді й м енш а ніж похибка при порівнянні квантилів, отрим аних при застосуванні класичних 
апроксимаційних формул.

З отриманих результатів видно, що класичні апроксимаційні формули для обчислення 
квантилів норм ального розподілу даю ть велику похибку для ймовірності Р  >  0,47. А  наведе­
ний алгоритм  обчислення квантилів за допомогою  локальних поліном іальних сплайнів дає 
набагато менш у похибку у цьому випадку.

Я к видно з табл.2, зі зб ільш енням  кількості класів похибка при обчисленні квантиля з 
застосуванням  локальних поліном іальних сплайнів стає досить маленькою .

Н аведені висновки, а також  більш а простота при реалізації в обчислю вальному процесі 
відтворення функції розподілу та  ф ункції щ ільності ніж класичні м етоди дозволяю ть запро­
понувати алгоритми з використанням  локальних поліноміальних сплайнів у задачах непара- 
м етричної оцінки функції розподілу та  функції щ ільності. Н а практиці м айж е ніколи не спо­
стерігається реалізацій випадкової величини за  “чистим и” законам и розподілу. Тим  більш е
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м ож емо віддавати перевагу вказаним алгоритмам. Далі наводиться робота описаних алгори­
тм ів на прикладі вибірки, що містить інформацію про час напрацю вання на відмову прибору 
ЕУ П -53 літака. Результати відтворення у вигляді стійких квантилів зведено до табл. З, від­
творені ф ункції щ ільності та розподілу наведені на рис.З.

Ймовір­
ність

0,005 0,025 0,050 0,100 0,250 0,500 0,750 0,900 0,950 0,975 0,995

и* 1035,29 1102,82 1570,59 1825,69 2919,28 4974,72 7232,99 8792,88 9241,39 9399,26 9503,81

а б
Рис. 3. Відтворені функції щільності (а) і функції розподілу (б) часу наробітку на 

відмову прибору ЕУП-53 літака

А наліз отриманих результатів підтверджує обгрунтованість пропозиції щ одо викорис­
тання зазначеного підходу непараметричної оцінки функції розподілу йм овірностей при 
розв’язку практичних задач.
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