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РАЗРАБОТКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ УПРАВЛЕНИЯ ОЧЕРЕДНОСТЬЮ 
ОБСЛУЖИВАНИЯ ЗАДЕРЖАННЫХ ВОЗДУШНЫХ СУДОВ

Рассмотрена математическая модель управления очередностью обслуживания 
задержанных в аэропорту воздушных судов вследствие нарушения регулярности 
полетов. Обосновано применение экономического критерия оптимизации управ
ления, предложен математический аппарат оптимизации очередности отправ
ки задержанных рейсов.

В гражданской авиации одной из важных задач, решаемых авиационными компа
ниями, является обеспечение регулярности выполнения рейсов. Анализ причин нарушения 
регулярности отправления воздушных судов (ВС) свидетельствует о том, что, в основном, 
это связано с метеоусловиями [1]. Авиационным компаниям устранить нарушение расписания 
рейсов по метеоусловиям практически невозможно. Однако, если задержка вылетов существует, 
возникает задача минимизации ущерба авиакомпании вследствие этой задержки.

Последствия нарушения расписания рейсов характеризуются нарушением баланса 
между суточным планом полетов и наличием дополнительных (недостающих) ВС. В этом 
случае образуется скопление Ск ВС или их нехватка Сн. Под скоплением ВС будем пони
мать состояние, когда количество ВС, требующих подготовки к рейсу, больше числа бригад, 
обслуживающих эти ВС. Под нехваткой ВС будем понимать состояние, когда хотя бы один 
рейс не обеспечен ВС. При этом в любой заданный момент времени аэропорт может быть 
как открытым для вылетов Ао, так и закрытым Аз.

Допустим, что аэропорт открыт (закрыт) для посадки ВС и одновременно открыт (за
крыт) для вылетов. Таким образом, последствием нарушения расписания рейсов по метео- 
чсловиям могут быть скопление или нехватка ВС при открытом А0 или закрытом А 3 состоя
нии аэропорта. Следовательно, для восстановления движения ВС по расписанию необходи
мо решать определенные задачи [1]:

- задачу управления очередностью обслуживания и выпуска задержанных ВС на отрез
ке [/о^о+'с], где /о -  момент открытия аэропорта, т -  отрезок времени, на котором происхо
дит восстановление движения ВС по расписанию;

- задачу управления очередностью назначения ВС на рейсы на отрезке [/оЛ+т],
- задачу максимизации готовности рейсов к вылету на отрезке [*о,7о+9], где 9 - ожи

даемая продолжительность закрытого состояния аэропорта после момента /о
Рассмотрим управление очередностью обслуживания и выпуска задержанных ВС с 

позиций системного анализа [2].
Система управления очередностью обслуживания и выпуска задержанных ВС как 

единая система управления обладает следующими свойствами: целостностью, наличием 
додсистем (элементов), взаимосвязью подсистем, наличием среды и структуры. По своему 
характеру система управления очередностью ВС на обслуживание и выпуск является систе
мой с ожиданием. В этих системах ВС, попавшие на обслуживание в момент, когда все мес
— технического обслуживания заняты, становятся в очередь и ожидают столько времени, 
сколько потребуется.
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Кроме того, система управления очередностью обслуживания обладает всеми при
знаками, позволяющими отнести ее к классу кибернетических систем [2]. Рассмотрим ос
новные признаки.

Целенаправленность или наличие цели функционирования. Конечная цель функцио
нирования системы -  восстановить движение ВС по расписанию. С точки зрения эффектив
ности функционирования система назначения очереди ВС на техническое обслуживание яв
ляется системой длительного действия. Характерной особенностью таких систем является 
то, что для выполнения операций функционирования необходим интервал времени [/,/+0]. 
Очевидно, что в этом случае качество функционирования, или выходной эффект, будет за
висеть от того, какова траектория х [/, /+0] процесса движения системы в этом интервале.

Наличие управляющих и управляемых частей. Управляющей частью системы является 
алгоритм управления, управляемой -  место задержанного ВС в очереди на обслуживание.

Использование информации для выработки управляющих воздействий. Основой для 
выработки управляющих воздействий является информация о характеристиках аэропорта и 
задержанных ВС.

Наличие между управляющими и управляемыми элементами прямых и обратных свя
зей. Прямой связью является информация о месте задержанного ВС в очереди на обслужи
вание и его выпуске, обратной - информация о изменении очереди задержанных ВС после 
управляющего воздействия, которая должна учитываться при последующем управлении.

Наличие выхода (характеристик управления). Под выходом понимаются показатели 
качества функционирования системы.

Взаимодействие с внешней средой. Для рассматриваемого процесса внешней средой 
являются условия эксплуатации ВС, количество бригад технического обслуживания ВС, ко
личество взлетно-посадочных полос, необходимое оборудование, квалификация персонала. 
Вследствие этого система управления очередностью обслуживания задержанных ВС являет
ся открытой.

Количество связей между самими элементами и между системой и средой. Количе
ство таких связей может быть большим.

В процессе эксплуатации кибернетических систем одной из основных задач является 
задача научного прогнозирования их состояния и разработка с помощью специальных моде
лей и математических методов анализа и синтеза этих моделей рекомендаций по организа
ции их эксплуатации. Система управления очередностью обслуживания и выпуском задер
жанных ВС является сложной кибернетической системой, поэтому разработка рекоменда
ций должна базироваться на методиках исследования таких систем. При решении постав
ленной задачи возникает необходимость учета целого ряда факторов. Причем влияние раз
ных факторов на решение этой задачи часто носит противоположный характер. К таким 
факторам относятся характеристики аэропорта, конструктивно-технологические особенно
сти задержанных ВС, экономические характеристики системы технического обслуживания, 
характеристики задержанных рейсов, влияние задержек рейсов на безопасность полетов и 
т.д. Научно обоснованная очередность обслуживания и выпуска задержанных ВС должна в 
полной мере отражать действие каждого из этих факторов, обеспечить требуемый уровень 
безопасности полетов и эффективность эксплуатации. Противоречивость действия этих 
факторов позволяет задачу управления очередностью задержанных ВС отнести к классу оп
тимизационных задач.

Оптимизация -  определение таких управляющих воздействий, которые обеспечивают 
оптимальные характеристики исследуемого процесса с учетом ограничений, накладывае
мых на объект оптимизации [2]. Методика оптимизации включает в себя:

- количественную оценку значащих факторов;
- требования к проводимым мероприятиям;
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- оценку эффективности мероприятий;
- алгоритм оптимального распределения ресурсов.

Любая задача построения оптимальной системы сводится к выбору наилучшего варианта из 
большого числа альтернативных вариантов. Каждый вариант задается набором параметров и 
характеристик управления. Допустимые варианты выделяются ограничениями или логическими 
соотношениями, связывающими параметры или характеристики управления. Качество варианта 
определяется показателем качества решения -  численной характеристикой, устанавливающей 
соответствие выбранного варианта цели, ради достижения которой решается задача.

Основой постановки задачи оптимизации и определения методов ее решения являются 
математические модели исследуемых систем, определение функций систем управления, методов 
их реализации, информации для их реализации, средств и процедур выполнения функций.

Математическая модель представляет собой систему соотношений, связывающих 
характеристики процесса и исходные показатели объекта с его выходными параметрами [2]. 
Для сложной системы в зависимости от цели исследования можно получить большое коли
чество различных моделей. Общая математическая модель исследуемой системы определя
ется ее содержанием и структурой. Богатство содержания и структуры находится в прямой 
зависимости от сложности системы, а конкретные выражения этих обобщенных характери
стик могут с той или другой степенью соответствия определить ее. Указанная степень соот
ветствия модели зависит от степени детализации раскрытия ее содержания и структуры. Да
вая различную детализацию, можно получить семейство моделей с различной степенью 
лодробности.

Схематически общую модель системы можно представить в виде:

м -А С ,  Я),

где С -  категория, определяющая содержание системы; 5  -  категория, определяющая струк
туру системы.

Процесс построения модели системы сводится к последовательному раскрытию ее 
г-руктуры £  и содержания С. Обе эти категории непрерывно связаны между собой, и их сле
дует рассматривать в единстве, где содержание является определяющим. Под структуриро
ванием будем понимать выявление взаимосвязей между элементами системы и разработку 
зпецификации, которая представляет собой серию функций, предназначенных для по- 
ггэоения рабочих зависимостей и области существования.

Адекватность модели зависит как от метода ее реализации на ЭВМ, так и от характе
ра изменения параметров моделируемой системы. Последнее представляет собой проблему 
«зентификации, связанную с определением и уточнением изменения параметров системы в 
дг»?иессе ее функционирования.

Построение математической модели задачи оптимизации очередности задержанных 
»ллетов проведем с использованием методики [2]. Заданы множество X  и функция Дх), оп
ределенная на А", требуется найти точки минимума или максимума функции/  на Х\

У (х)-»тт, х £ X, ( 1)

-эе 1 -  целевая функция; х -  допустимая точка решения задачи; X -допустим ое множество.
Различают точки глобального и локального минимумов и выделяют два класса задач 

рптимизации:
- безусловной оптимизации (глобальный минимум находится внутри допустимого 

«г-зсжества);
- условной оптимизации (глобальный минимум может быть достигнут на границе до- 

ткггимого множества).
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Оптимизацию системы очередности обслуживания задержанных ВС следует рассмат
ривать как условную оптимизацию по причине ограничения допустимого множества со
стояний системы, для которого глобальный минимум может оказаться на его границе. Ма
тематическим описанием задач условной оптимизации с учетом выражения (1) может быть 
следующее [2]:

- динамика системы задается системой дифференциальных уравнений
х'=/(х,и,(); (2)

- ограничения, накладываемые на управление
и(1) е  Щ ); Г е[/о, Т]; (3)

- вектор управлений задается как функция времени:
«=и(0; (4)

- начальные условия:
х(/0) е 50 (Го), (5)

- конечные условия:
х(Г) е  5(Г); (6)

- фазовые ограничения на фазовые координаты х(Г):
х(0 еДО-' 1 е[Г0, 7]. (7)

В уравнениях (1) -  (7) [Го,7] -  отрезок времени, на котором происходит управление 
системой (1), а 5о(Го), 5(7), Х(1), 11(1) -  заданные множества из пространства соответствую
щих размерностей.

Целевой функционал принимает вид:

т = } / т ,  и(о, 1)  а  + ф (х(т), т).
(0

Важнейшим этапом оптимизации очередности обслуживания и выпуска задержанных ВС 
является определение критериев оптимизации. Как показывает анализ работ [1; 2], под критери
ем оптимизации понимают комплекс, состоящий из критериев оптимизации и ограничений.

В рассматриваемом случае критерием оптимизации выступают суммарные издержки 
[/а, связанные с устранением последствий задержек рейсов Причем учитывают только те 
издержки, которые изменяются при изменении очередности вылетов задержанных ВС. Та
ким образом, критерий оптимизации имеет следующий вид:

7/с-»гшп.
Задачу определения очередности обслуживания и выпуска задержанных ВС удается 

свести к однокритериальной оптимизации. В то же время при решении этой задачи необхо
димо учесть ограничения, накладываемые требованиями безопасности полетов.

При принятии экономического критерия определение абсолютного размера издержки 
не следует учитывать. Интересно лишь поведение всей системы при изменении параметров 
управления очередностью, поэтому при решении задачи достаточно знания относительных 
величин. Это позволяет обойтись в оперативном управлении учетом только наиболее зна
чимых факторов. Таким образом, в математической постановке задача определения опти
мальной очередности выпуска задержанных рейсов при скоплении ВС принимает следую
щий вид: имея множество задержанных рейсов

необходимо минимизировать целевую функцию
т
^и,(Щ2,)->тт
1=1

(Ю

при ограничениях
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= 1расп *» V Л’схМ,

(9)

( 10)
где т -  общее число задержанных ВС на момент открытия аэропорта; I), (г.) -  издержки, 
вследствие задержек г, /-го ВС; г, -  задержка /-го рейса: г, = / вьш, - / расп /в ы л фактическое 
время вылета ВС; /раеп , -  время вылета ВС по расписанию; т„орм-  нормативное время предпо
летного обслуживания ВС; т, -  фактическое время предполетного обслуживания /-го рейса; 
0} -  пропускная способность аэропорта в любой изу-х моментов выпуска задержанных рей
сов; <2норм -  нормативная пропускная способность данного аэропорта.

Для прогнозирования потерь необходимо иметь аналитическую зависимость издер
жек от продолжительности задержки, поскольку каждому варианту очереди обслуживания и 
выпуска ВС соответствует своя продолжительность задержки.

Для получения зависимости издержек от продолжительности задержки необходимо 
проанализировать слагаемые издержек при задержке каждого рейса. Наиболее значимыми 
слагаемыми издержек являются:

- стоимость простоя ВС;
- стоимость возмещения ущерба пассажирам,
- возврат билетов;
- потери эксплуатанта из-за последующего позднего возвращения ВС, вызванного 

задержкой вылета.
Стоимость 11а простоя ВС, запланированного на /-й рейс, можно определить по формуле

и С1= сС1г С1, ( п )
где СС| -  стоимость единицы времени простоя ВС данного типа, на котором выполняется /-й  
рейс [3].

Ущерб от потери времени пассажирами /-го рейса рассчитывают по формуле

и „ ,= С „ и Ь ,  (12)

где С„ -  средняя стоимость возмещения морального ущерба пассажирам за единицу времени 
простоя (в работе [4] предложено С„ принять равной 0.5 у.е./чел.-ч); /V, - количество пасса
жиров /-го рейса.

Потери, вызванные возвратом билетов, составляют

(13)

{

где 20, - первоначальный период времени, в течение которого при задержке рейса возврата 
билетов не наблюдается [1]; Сб, -  стоимость билета /-го рейса; к0, -  коэффициент, характери
зующий интенсивность сдачи билетов.

Значение коэффициента ко, обусловлено протяженностью воздушной линии, наличием и 
частотой движения конкурирующих видов транспорта до пункта назначения. Значения ко, и г0, 
могут быть определены путем накопления и обработки данных о моментах сдачи билетов на тот 
или иной рейс или методом экспертного опроса соответствующих специалистов аэропорта.

Величину экономических потерь вследствие последующего позднего возвращения ВС 
эелесообразно рассчитывать только для тех ВС, которые еще раз будут задействованы в текущем 
гчточном плане полетов. Экономические потери можно разложить на две составляющие:

- возмещение морального ущерба пассажирам последующего рейса данного ВС;
- возврат билетов этими пассажирами.
Величину экономических потерь вследствие последующего позднего возвращения 

ВС можно представить выражением
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jC JV #  при z\ < 4  ;
|C X * '+ c 6,.v; (z, -  z0/ )при z; < z'0i,

(14)

где //'„ г'„ 2 о/, Сб„ к о, -  соответствующие параметры последующего для данного ВС рейса.
Первоначально [1] была принята гипотеза о том, что задержка рейса приводит к уве

личению продолжительности пребывания ВС в аэропорту выпуска.
В связи с этим среднюю продолжительность пребывания ВС 0 в аэропорту назначе

ния по прибытии с задержкой можно представить в виде

где Л(£) -  коэффициент нарастания продолжительности подготовки ВС; 5  -  продолжительность 
стоянки ВС в аэропорту назначения по расписанию; 2„ -  задержка прибытия ВС в данный аэро
порт; 7?(5) -  средняя продолжительность подготовки ВС при прибытии его без задержек.

Обработка статистических данных времени обслуживания ВС, прибывших с опозда
нием, методом наименьших квадратов позволила получить уравнения вида:

0=0,0066 2п+78,6 мин при 5=70 мин;
0=О,О452„+86,1 мин при 5=75 мин;
0=О,О467„+83,4 мин при 5=80 мин.

Коэффициент нарастания средней продолжительности подготовки ВС в зависимости 
от 5  -  Л(5) имеет весьма незначительную величину. Учитывая величины временных допус
ков на вылет [3], можно сделать вывод о том, что продолжительность рейса, начавшегося с 
задержкой, будет практически равной продолжительности рейса, выполненного по расписа
нию [3]. В этом случае математическое ожидание задержки последующего по графику сты
ковки рейса будет равно:

г и - Г , „ р „ 2 ( >Гпр;

[0 при г, < Тпр,

где Т„р -  плановый простой данного базового ВС между выполняемым и последующим рей
сом согласно графику стыковки рейсов.

Подставляя уравнения (15) в выражения (14), получаем

[О при z,<Tnp;
£/„./ = j CnN’iz r T пр) при z(> Гпр, z,-T„p<z0l; (16)

IО Д', (zr 7’np)+ C6l N \ к'o,(z,- Tnp - z'0) при z,>7nP, z,-7'np>z0,.

При этом суммарные потери для базового ВС будут равны:

Uc, + Uni при z,<г0„ z,<T„p, z ,-Т„р< z о/»
Uçj Um ~ U§i при z,>Zo„ z,<7np, z,-Tnp< zOi,

U,=J
Uc, + Uni + u 6\ + Uni при Z,^Zo„ z,>Tnp, z,-Tnp<z'0l; 

- Uci + Um ~1_ U5,  ̂ Unbt при z ,>Zo„ Z, Tnp 1 Z: 1 np̂ Z O;.

(17)

Для транзитных ВС и ВС, совершивших посадку в данном аэропорту как в запасном, 
в формуле (17) будет отсутствовать слагаемое и„ы, учитывающее потери в последующем 
рейсе.

Если графически изобразить экономические потери и„ы как функции продолжитель
ности задержки (см. рисунок), получим ломаную с тремя точками изгиба при г,=г0„ z/=7’Пp, 
г, -Тпр^х'о,. Первый изгиб обусловлен началом сдачи билетов пассажирами, второй -  задерж
кой следующего по графику стыковки рейса в результате позднего возвращения на базу.
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Последний изгиб обусловлен сдачей билетов 
пассажирами последующего рейса. Каждому рей
су будет соответствовать своя ломаная кривая.

Для определения очередности выпуска 
задержанных рейсов необходимо исходить из 
минимизации суммарных потерь от задержек в 
очереди на обслуживание.

Расчет общих потерь 17о, по /-му рейсу 
необходимо вести с момента отправки его по 
расписанию, поскольку предприятие несет потери 
и при закрытом состоянии аэропорта.

В период, когда аэропорт закрыт и вылеты 
не осуществляются, потери и„ь которые несет 
предприятие, являются неуправляемыми и 
неотвратимыми. Управление выпуском задержанных рейсов начинается с момента подго
товки первого из задержанных рейсов. Обслуживание первого из задержанных рейсов мо
жет начаться раньше, позже или совпасть с моментом открытия аэропорта. Управляемые 
потери можно определить по формуле

и, (г) = и0,( г )-  Щ  гг  г), ( 1 8 )
где и„,(2Г1) -  потери, нанесенные авиапредприятию от задержки /-го рейса на момент нача
ла подготовки первого из рассматриваемых рейсов; Zi -  момент выпуска первого из задер
ганных рейсов; т -  продолжительность обслуживания ВС данного типа.

Допустим, что продолжительность обслуживания одного ВС равна т, а обслуживания 
эсех т задержанных ВС -  тт Алгоритм определения очередности обслуживания задержан
ных ВС должен удовлетворять условию (8). Приращение экономических потерь от задержки 
.-го рейса на (/+1)-м участке т, т.е. за время [/т,(/+1)т ], определим следующим образом:

А11у = £/,■(,+!)- IIу. (19)

Тогда функцию потерь любого /-го рейса за]Х время можно представить в виде:

и,Цт)=Т и * (2°)
1=0

пои условии, что
и, 0=0. (21)

т
Суммарные потери V  и , по всем т рейсам, которые накопятся с начала обслуживания

1=1

.первого до конца обслуживания последнего /и-го рейса, можно записать в следующем виде:
т т т-1 т-;

£{/, = £ &и„ +£ДС/„ + ...+£лс/, + ... + ■  (22)
1=1 1=1 1=1 1=1

Задача оптимизации очередности обслуживания задержанных ВС представляет собой 
«ногошаговый процесс распределения ресурсов (комплексных бригад предполетной подго- 
~овки), где управляющим воздействием является назначение на обслуживание очередного 
ВС Шагом, после которого вновь производится распределение бригад и определяется оче
редное обслуживаемое ВС, является длительность предполетного обслуживания т. Состоя- 
вме объекта управления на каждом шаге можно охарактеризовать числом оставшихся на 
обслуживании ВС в начальный момент т. Потери за время обслуживания всех ВС пред

Зависимость экономических потерь от 
продолжительности задержек рейса:
I/, -  экономические потери; г -  продол
жительность
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ставляют собой сумму ущерба ^ £/, (z i) за все отдельные шаги, т.е. являются адаптивным
ci

показателем. Эти обстоятельства позволяют сделать вывод о том, что задача оптимизации об
служивания и выпуска задержанных ВС является задачей динамического программирования.

В основе решения задач динамического программирования лежит принцип опти
мальности Веллмана [3]. Оптимальное поведение обладает следующим свойством: каковы 
бы не были начальное состояние и начальное управление, последующие управления должны 
быть оптимальными относительно состояния, являющегося результатом первого управле
ния. Уравнение Веллмана в данном случае примет вид:

fk(m ) = min[t/(/w,ô)+/M(m')], (23)
где fdjri) -  минимальное значение критерия качества управления к -  шагового процесса; к -  
число шагов до конца процесса распределения; т' -  число оставшихся не распределенными 
на обслуживание ВС после к-то шага; Ô -  управляющее воздействие -  назначение порядко
вого номера ВС в очереди на обслуживание.

Поскольку конечное состояние известно (все задержанные рейсы должны быть об
служены и выпущены), решение задачи производится в обратном порядке, т.е. начинается с 
определения последнего обслуживаемого рейса. Среди т рейсов нужно отобрать тот рейс 
Rm, который связан с минимальным приращением AU,(m.\) на т-м участке т. Это единствен
ное наименьшее значение должно войти в качестве последнего слагаемого правой части 
уравнения (22). Таким образом определяется рейс, который должен обслуживаться послед
ним. Предпоследняя группа состоит из двух слагаемых: одно -  принадлежит тому рейсу Rm, 
который решено обслуживать последним, а второе слагаемое отбирается по том)' же прин
ципу минимума на (т-1) - м участке т, и ему соответствует рейс R m.\, который дол
жен обслуживаться предпоследним в очереди. Тем самым предпоследняя группа приобрета
ет значение, равное минимально возможному. Процедура продолжается до определения 
рейса, который будет облуживаться первым в очереди.

В связи с невозможностью определения точных значений параметров zo, и k0i (они 
могут изменяться в зависимости от расписания движения ВС, времени года и многих других 
факторов) алгоритм обеспечивает квазиоптимальное решение задачи.

Проведенные исследования позволяют сформулировать следующие научные выводы.
Одной из важнейших задач управления производством в аэропорту при сбоях вследст

вие скопления задержанных воздушных судов является расчет оптимальной очередности об
служивания задержанных ВС.

Оптимизацию очередности обслуживания целесообразно проводить по экономическо
му критерию.

В качестве математической модели оптимизации очередности задержанных рейсов во
зможно применение выражений (8) - (23).
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