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Розглянуто приклад розрахунку збуреного поздовжнього руху легкого літака. Показано 
доцільність моделювання поздовжнього руху на основі розв ’язку повної системи рівнянь при 
нелінійній зміні аеродинамічних характеристик у  порівнянні з традиційним підходом -  
розв ’язанням рівнянь короткоперіодичного руху.

Вступ
Традиційний підхід до розв’язання задачі ди­

наміки збуреного поздовжнього руху літального 
апарата (ЛА), зводиться до лінеаризації рівнянь 
поздовжнього руху та виділення з них рівнянь, 
відображаючих короткоперіодичний рух. Аналі­
тичні розв’язання, що утворюються при цьому, 
зв’язані з припущеннями, які можуть в окремих 
випадках призводити до неточного розрахунку.

Постановка завдання
На прикладі аналізу збуреного руху легкого 

літака дорівнюється відомий спосіб із 
запропонованим підходом, заснованим на 
покроковому моделюванні поздовжнього руху з 
одночасним визначенням нелінійних аеродина­
мічних характеристик літака на кожному розра­
хунковому кроці з урахуванням змінних кінема­
тичних параметрів руху.

Аналіз рівнянь поздовжнього
короткоперіодичного руху
Як відомо, рівняння поздовжнього руху літака 

при симетричному польоті (без ковзання та 
крену) можуть бути отримані з загальних рівнянь 
просторового руху, а потім досліджуватися 
ізольовано. Ці рівняння запишемо у зв’язаній 
системі координат [ 1 ]: 

dV
т — — = Pcos(pM -  X  -  G s in d ; 

dt

т dVy
dt

-  .Psincp.  ̂+ Y - G  cosd ;

сШ
dt
dH
dt

dt 

= coz ;

= Fsin(d -  a ) ,

(1 )

де Vr = Fcosa; Fv = -Fsina .
л У

Після переходу до змінних швидкості V та 
кута атаки а  за умови, що літак стійкий, збу­
рений рух пов’язаний з обертанням щодо попе­
речної осі, у більшості літаків згасає за 1,5-2 с. У 
цьому випадку звичайно є припущення про те, 
що швидкість та щільність повітря за цей час 
залишаються незмінними ( й?Е/й?ї = 0, d p / d t -  0),
а політ близький до горизонтального, тоді

т.

da g
dt V ^
d(üz qSba
dt I t "  

<7d
—  = ®Z; dt

-  Fsin(d -  a). 
dt

+ coz ;

(2)

Перші два рівняння описують короткоперіо­
дичний рух, тобто швидку його складову, обу­
мовлену обертанням літака щодо центру мас та 
зміною кута атаки (перевантаження). Через 
швидкоплинність процесу згасання збурення при 
аналізі його перших секунд руху, вважається 
достатнім розглядати тільки рівняння короткопе­
ріодичного руху.

Р  .
При К=соп8І коефіцієнт —8Іп(а + фда) значно

67
а

менше ніж ——  С тому їм можна знехтувати.
£7/5'

Тоді система (2) набуває вигляду:

da = g  
dt V

~ —(Су (a) + А Cy (а, cp)) -1
G/S

d&2 qSba
dt

mz(a) + wz“: (a)-^-coz +

+ m2 (a )— a. + Am, (a, cp) (3)
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де ДСДа.ф) та Д/яг(а ,ф )-  збільшення
аеродинамічної сили та моменту, через 
відхилення керуючої поверхні.

Під час дослідження короткоперіодичного 
руху, коли Су та тх мають лінійний характер, 
систему (3) можна лінеаризувати:

da
dt G/S

( С / а  + С /ф ) + coz ;

d(£) \ Су ̂  a , со. /--- = ----- /Я C  a  + mz ( a ) — o z +
dt /  I V

+ mz ( a ) — d + m2'<'(p (4 )

де а , ф, о г -  збільшення параметрів руху та 
керування від їхніх значень на опорній 
траєкторії.

Систему (4) запишемо у вигляді:

(5)

§ а §  ф
а  = - ~ пу а - - и / ф  + со2; 

сог = М 2а а  + М 2Шг о 2 + М г“(х + М гфф,

де п = —-—С ; М ‘ = т' ; і = ос,а,ш ,ф
У в / Б  у І 2

Розв’язання системи (5) зводиться до харак­
теристичного рівняння та визначення його 
коренів [1]:

р 2 + ( f  <  ~ м “2 - M za)P- M za - м ^ =

2S

- р 2 + 2Ър + о г0 = 0; соп.0 . (6)

У випадку комплексно-спряжених коренів 
перехідний процес має згасаючий коливальний 
характер з часом згасання та періодом коливань, 
що дорівнює відповідно:

Г = — = 2Л (7)
£ ®  V ®  о Ч 2

Тоді перехідний процес на ступеневе відхи­
лення органа керування ф0 за перевантаженням 
можна описати рівнянням:

( 8)Пу (0  ”  Пу уст 1-■ є * cos(c0/ + х)
5

- cosx J
f

тпСу ї  аМ? 1 + Z
№o«v

ft — --------
t l y  уст

^то
2 )  ; х -  arctg ^ ;

со0 СО

& II Я U к = Сф 4 : л Р *
'  G /S У '  G/S

Аналогічним способом описується перехідний 
процес за кутом атаки та кутової швидкості тан­
гажа. З аналізу наведених рівнянь поздовжнього 
короткоперіодичного руху (1)-<8) випливає, що 
одержуваний розв’язок правомірний у випадку 
виконання прийнятих припущень: 

dV/ d t  = 0,
Р а
—&\п(а + у ^ ) « ——Су , 8 іп(»-а)*0.
G С/о

Значення коефіцієнтів аеродинамічних похід­
них вищих порядків (С“ ,от“ ), як правило, через
невідомості параметрів перехідного процесу 
задаються з умови числа Струхаля р* -» 0 або

взагалі не враховуються (С“ ) .
У той же час із льотного експерименту [2] ви­

пливає, що під час швидких коливань літака в 
поздовжньому русі спостерігається істотна нелі- 
нійність залежно від Су = / ( а  -  сог) та наявності
гістерезису в протіканні аеродинамічних харак­
теристик.

Математична модель динаміки руху при 
нелінійній зміні аеродинамічних характеристик

У разі розрахунку просторового руху ЛА 
розглядається як абсолютно тверде тіло. У цьому 
випадку рівняння динаміки руху мають вигляд 
[1]:

m
dV
dt

\
- + QV = Яаер + 0(9,ф ,у) + Рт;

У

^ ^  + Ш П = М яе- + М г +МГ 
dt аер

(9)

Крім того, використовують рівняння кінема­
тичного зв’язку: 

с*
—  = со „ віп у + со сов у ;
£П у г
сР
-— = <».,.-(0) сову-со^ілу) І ф ;

со̂ , сов у — о 2 віп у

ск
dx о 
dt

cos 9

=  К с о Б в с о э ф ;

(Ю)

-  Fsin 0 ; = -  Vcos © sin ф.
dt  dt

Для розв’язання системи рівнянь (9) необхідно в 
кожний момент часу знати величини, що входять
до правих частин: аеродинамічну силу А,ср( і) , 

тягу двигунів PT(t) ,  гравітаційну силу G, мо­

мент від аеродинамічних сил Mdev(f) ,  момент
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тяги Щ ІО  та гіроскопічний момент M T( t ) . Зна­

чення PT, G ,S d T, М г визначають відповідно до 

вихідних даних. Невідомі величини ( ^ ер і Млер)
визначають із характеристик льотного або труб­
ного експерименту, на підставі попередніх чис­
лових розрахунків або іншим способом. 
Розрахуємо аеродинамічні характеристики без­
посередньо в процесі моделювання динаміки 
руху -з урахуванням постійно мінливих кінема­
тичних параметрів (а , ос, сог, сог, ф0) та вихро­
вого сліду.

Одним із числових методів, що задовольня­
ють вимоги до розрахунку аеродинамічних 
характеристик, є метод дискретних вихорів 
(МДВ), реалізований стосовно до нелінійної 
нестаціонарної постановки задачі. Цей метод 
дозволяє моделювати розвиток вихрового сліду в 
часі з огляду на його вплив на аеродинамічні 
характеристики.

Розглянемо основні положення, що визначили 
застосування МДВ для моделювання аеродина­
мічного процесу. Нехай швидкості польоту 
літака досить невеликі (М<0,4), щоб припущення 
про нестисливість середовища не призводило до 
помітних похибок у розрахунку аеродинамічних 
характеристик. Вважаємо, що сили поверхневого 
тертя постійні, а місця відриву потоку фіксовані 
на визначених лініях: крайках, ребрах корпусу та 
ін. Місця відриву задаються там, де це є природ­
ним із розумінь фізичності обтікання або вихо­
дячи з апріорної інформації про течію.

Оскільки задача вирішується в рамках ідеаль­
ної рідини, то скрізь поза поверхнею ЛА S  та 
його вихрового сліду а  має існувати функція 
ср(г) , що задовольняє рівняння Лапласа

Дф = 0, r e D . (11)
Тоді на поверхні S  повинна виконуватися 

умова

£  = - Ц З .  0 2 )
da s

При цьому сама функція та її градієнт на 
нескінченності повинні згасати

Ф -> 0, grackp -> 0, г  -*  оо . (13)

У роботі [3] показано, що розв’язання рівнянь 
(11) та (12) можна шукати у вигляді потенціалу 
подвійного шару:

« 4 ( K Ä .  04)
4п дпг

При русі ЛА з його поверхні сходять вихрові 
пелени а „ щ о  є поверхнями розриву

дотичних швидкостей. У будь-якій точці цих по­
верхонь мають виконуватися умови відсутності 
нормальних швидкостей (кінематична умова 
сумісності течії) та перепаду тиску (динамічна 
умова), на лініях сходу з поверхні вихрових пе­
лен -  умова Чаплигіна-Жуковського про скінчен- 
ність швидкостей.

Наведені рівняння (11), (12), (14) дозволяють 
розрахувати поле швидкостей у довільній точці 
простору потенційності течії. Тоді тиск у рідині 
може бути знайдено виходячи з інтеграла Коші- 
Лагранжа [4]:

P(t . r )~P« 1 (d tp ( t , r )
1
-РЩ

Ul dt
+ U 2{t,T)\. (15)

Точки вихрових пелен о переміщуються в 
просторі з місцевими швидкостями. Для побудо­
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Кожна вихрова рамка, ребрами якої є 
прямолінійні відрізки, індукує в просторі поле 
швидкостей відповідно до закону Біо-Савара для 
кожного із цих відрізків. Ця швидкість у випадку 
чотирикутної рамки з радіусами-векторами вер­
шин ц,... ,гл для точки простору ? визначається 
за формулою [3]

М г ) = — І ______________________________ х
4тс*=1 (гк - г ) \ г к+1 - Г к)2 - [(гі+1 - гк)(гк - г)]2 

ґ  (4-і -  4 X 4  -  г ) (гы  -  гк){гк -  г)

І  |4+і - ?| \Ь~ А  /
Коротко зупинимося на способі задоволення 

граничні умови.
Рівняння Лапласа (11) для потенціалу ер, 

визначеного рівнянням (14) виконано автома­
тично, оскільки гармонійним є потенціал від 
кожної окремої рамки. Також виконана й умова 
убування збурень на нескінченності (13).

Кінематичну умову сумісності течії виконано, 
оскільки при переході через вихровий шар тер­
пить розрив лише дотичний компонент швидкос­
ті. А динамічна умова (безперервність тиску на 
и ), як звичайно в методі дискретних вихорів, за­
довольняє алгоритмічно те, що кожна точка пе­
лени рухається з місцевою швидкістю течії. Це є 
наслідком теореми Жуковського “у малому” [3].

Умова Чаплигіна-Жуковського на лініях схо­
ду пелени служить для визначення циркуляції 
комірок, що сходять у потік на кожному часово­
му кроку розрахунку.

З формули (17) випливає, що для знаходження 
поля швидкостей необхідно знати циркуляції 
вихрових комірок як на поверхні 5, так та на ст. 
Для визначення цих циркуляцій на підставі умо­
ви (12) про рівність нулю нормальної швидкості 
до поверхні 5 у точках колокації прийдемо до 
системи лінійних алгебричних рівнянь щодо 
циркуляцій Г5 , яку у матричній формі у загаль­
ному випадку запишемо у вигляді:

де Щ -  матриця скосів від вихрових рамок, роз­
ташованих на 5 у точках колокації; -  мат­
риця скосів від вихрових рамок пелени в точках 
колокації поверхні £; Га-  величина циркуляції 
вихрових рамок пелени.

Вплив швидкості незбуреного потоку, що 
набігає та кутової швидкості обертання ЛА 
запишемо у вигляді

/я  = - и оп{г() +Щ Щ ) ,
де О -  кутова швидкість обертання ЛА; 1, -  
радіус-вектор точок поверхні 5.

Отже, математичну модель динаміки просто­
рового руху досліджуваного ЛА та розвиток його 
вихрового сліду описують системою рівнянь (9), 
(10), (15), (16), (17). З аналізу цих рівнянь видно 
складний взаємозв’язок вхідних у них парамет­
рів. Так, рух ЛА залежить від діючого на нього 
аеродинамічного навантаження. Розвиток вихро­
вого сліду, у свою чергу, залежить від руху ЛА, а 
на аеродинамічне навантаження впливає рух ЛА 
та розвиток вихрового сліду.

У числовій реалізації спільне розв’язання 
задачі аеродинаміки та динаміки руху здійсню­
ється поперемінним розв’язком рівнянь динаміки 
руху та нелінійної нестаціонарної аеродинаміки 
крок за кроком за часом.

Порівняльний аналіз
Як об’єкт дослідження розглядався літак, 

аеродинамічні характеристики якого у випадку 
горизонтального усталеного польоту наведено в 
роботі [6] із такими інерційно-масовими та 
геометричними характеристиками:

т=520 кг, /,=585 кг-м2, 6Сах= 1,1 м,
5^= 10,5 м2.
Порівняння двох розглянутих підходів здійс­

нювалося на прикладі розрахунку збуреного ру­
ху літака при ступеневому відхиленні руля висо­
ти на 8рв= -  5 град. Аеродинамічні похідні ЛА, 
необхідні для розв’язання характеристичного 
рівняння короткоперіодичного руху (6), були 
розраховані за теорією стаціонарності та гар­
монійності [7] і для розглянутого літака мають 
величини:

Су =5,9; <  =-1,2; < = - 1 ,5 /

< г =-5 ,6; СЬ/ '  =0,7; т ^' = -2 .
Для розрахунку аеродинамічних характерис­

тик із використанням нелінійної нестаціонарної 
теорії необхідно схематизувати геометричну по­
верхню ЛА. На рис. 2 показано розрахункову 
вихрову схему літака, яка складається з тілесного 
фюзеляжу, апроксимованого 350 вихровими рам­
ками, та тонких несучих поверхонь -  крила, змо- 
дельованого 274 вихровими рамками, та гори­
зонтального оперення (з рулем висоти, що відхи­
ляється), схематизованого 64 вихровими рамками.

Рис. 2. Розрахункова вихрова схема
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Отже, при виводі рівнянь короткоперіодично- 
го руху був прийнятий ряд припущень (постула­
тів). У запропонованому підході до розв’язання 
задачі динаміки просторового руху з безпосеред­
нім розрахунком аеродинамічних характеристик 
можна змоделювати прийняті припущення та 
тим самим досліджувати їхній вплив на пара­
метри руху. З цією метою проводилися розрахун­
ки для трьох варіантів законів зміни тяги силової 
установки:

Р = const; Р  = * А = С Ха Ell
2

S /  cosa;

Р = Р3 = СХа pv2S /  cosa + wgsin© /  cosa.

Перший закон відповідає умові невтручання в 
керування силовою установкою пілотом та зав­
дання величини тяги, потрібної для горизонталь­
ного збалансованого польоту перед відхиленням 
руля висоти.

Другий закон забезпечує завдання розміру 
тяги, що компенсує опір літака, у процесі його 
просторового неусталеного руху, у швидкісній 
системі координат, але без урахування кутів 
Ейлера, тобто без проекції ваги літака на
швидкісну систему координат.

Третій закон виконує умова Т=соші та тим 
самим забезпечує адекватність порівняння 
одержуваних результатів із розв’язанням рівнянь 
короткопер і одичного руху.

У результаті розрахунків за розглянутими мето­
диками були отримані залежності зміни основних 
параметрів збуреного руху за часом (рис. 3 ,4).

0 . 00 1 .5 0  Т.С

а

Рис. 3. Зміна потрібної тяги (а) і швидкості (б): 
1 - Р дз = Х3; 2 - Р дв = Ха; 3 - Р ю = Х3

а

в

г
Рис. 4. Зміна кута атаки (а), коефіцієнта підні­
мальної сили (б), нормального перевантаження (в), 
кута нахилу тангажа (г) при перехідному процесі:
/ -  Рдв = Х3; 2 -  Рда = Х3; 3 -  Рда = const;
4 -  теорія
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З аналізу наведених залежностей випливає, 
що параметри руху, отримані при розрахунку з 
використанням рівнянь поздовжнього короткопе- 
ріодичного руху, відмінні від отриманих за за­
пропонованим підходом до розрахунку збурено­
го руху навіть при виконанні умови Г=соп5Г

Цей факт свідчить про доцільність розв’я­
зання даного класу задач саме покроковим моде­
люванням, у процесі якого враховується неліній- 
ність зміни параметрів, що впливають на рух ЛА.

При дослідженні поздовжнього збуреного 
руху літака, що має малі інерційні характе­
ристики та, як наслідок, інтенсивний оберталь­
ний рух навколо центру мас, необхідно засто­
совувати метод, який враховує нелінійну зміну 
швидкості польоту. Це пояснюється тим, що 
швидка зміна кутів атаки та нахилу траєкторії 
призводить до інтенсивного росту індуктивного 
опору та збільшенню проекції сили тяжіння на 
поздовжню вісь літака, що веде до значної зміни, 
як швидкості польоту, так й кута атаки та 
перевантаження.

Висновки
Запропонований підхід поширений на довіль­

ний просторовий неусталений рух та, як окремий 
випадок, може бути застосований для розрахунку 
характеристик бічного збуреного руху.

Крім того, розроблений програмний продукт 
дозволяє моделювати роботу рушія у вигляді 
повітряного гвинта або реактивного струменя з 
урахуванням його інтерференції з несучими 
поверхнями в процесі збуреного руху. Тим 
самим є можливість проведення числового

експерименту по дослідженню впливу рушія на 
динаміку руху ЛА в цілому.

Автори дякують проф. Є.П. Ударцеву за спів­
робітництво у вирішенні задачі.
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