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Розглянуто метод розв’язання задач про коливання рідини з використанням гармонічних 
функцій. Як базовий використано метод принцип Гамільтона-Остроградського. Розрахунок 
адаптовано до баків конкретної форми.

Вступ
Математичні моделі жорсткого літака опису­

ються системою диференціальних рівнянь у час­
тинних похідних, що ускладнює синтез відповід­
них законів керування передусім при особливих 
режимах польоту, наприклад, у процесі гасіння 
ложежі. Додатковими труднощами при цьому є 
необхідність урахування коливання рідини 
розчину для гасіння пожежі) у баках, форма і 

конструкція яких може змінюватись. Основним 
засобом створення регуляторів мінімальної склад­
ності є спрощення математичної моделі за 
рахунок застосування методу зважених відхилів, 
зокрема, методу Галеркіна з використанням 
якості пробні функції власних форми коливань 
і власних форм жорстких коливань конструкції та 
рідини в неповністю заповнених баках).

Власні форми жорстких коливань конструкції 
встановлюються у результаті частотних випро­
бувань повітряного судна, тому числовий розра­
хунок власних форм коливань рідини (розчину 
щія гасіння пожежі) в неповністю заповнених 
баках є важливим.

Відомі числові методи розрахунку власних 
форм коливань рідини мають такі недоліки [1]:

-  неточність обчислень;
-  не розглядались рівні заповнення баків;
-  розв’язок функцій має нерівномірну збіжність.
Отже, необхідна розробка нових числових

схем для розрахунку власних форм коливань, що 
забезпечить створення пасивних (розміщення 
необхідних у баці перекладинок) і активних 
(синтез оптимальних регуляторів для спрощення 
моделі) технічних засобів. Це дозволить гасити 
жорсткі коливання і підвищити безпеку польотів.

Постановка задачі
Розрахунок збуреного руху системи тіло- 

рідина зводиться до розв’язання системи дифе­
ренціальних рівнянь, які описують рух тіла в 
повздовжніх та поперечних площинах [1]. Рів­

няння збуреного руху твердого тіла з ємностями, 
частково заповненими рідиною наведено в 
роботі [2].

Знаходження власних форм коливань рідини 
шукаємо у вигляді системи гармонічних 
функцій:

Ф{г,г,Ь) = еь Ат(кгУ™тв 
або для ^-комплексного:

Ф(г,г,в) Ц “ кгіт(кгУ™рпд , (1)

де г,г ,0 -  циліндричні координати; Ат-  проста 
функція Бесселя; І т-  модифікована функція 
Бесселя.

Система функцій (1) повинна задовольняти 
початкові і граничні умови:
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1 д (  дФ V2Ф = -----1 г —
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де V -  оператор Лапласа.

Перша множина не відповідає умові, оскільки

—  Ф 0. На кожній парі бічних поверхонь тільки
дг

одна поверхня може дорівнювати нулю.
Друга система функцій (циліндричні гармоні­

ки) повинна бути доповнена сукупністю вирод­
жених розв’язків [3]:

Ф ті(г,21в) = (а + Ьг)
(  р

Агт +-
V г” ___ 

Фоо(г,а,0) = (а +Ьг){А + 51пг)(а, +5,0).

/и0;
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Полюсні особливості випускаємо, оскільки 
при г =0 сингулярності механічної задачі немає. 
Член Ьг також випускаємо, оскільки він відпо­
відає потоку зі сталою швидкістю по осі 2. 
Аналогічно член 6,0 також відповідає якомусь 
потоку обертання. У результаті залишається 

множина (гт )Г от0, яка визначає поперечну 
форму.

Другу множину отримуємо при пі—0, тобто 
Ы 0 (кг) .  Це -  повздовжня форма. Для цієї 

5ф

sm
cos

форми
Э0

немає. Отже, форма повздовжня.
Розв’язок
Для розв’язування задачі розрахунку власних 

форм повздовжніх коливань слід звернути особ­
ливу увагу на множину повздовжніх функцій. 

Розглянемо множину повздовжніх функцій:

У пов О . e )  =  V *  0 ) c o s  т Ш І а ( к г ) .  ( 2 )

Необхідно, щоб множина (2) влаштовувала
5срграничним умовам —  = 0 , тобто умова непроті-
dz

кання на внутршній вертикальній перекладинці:
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тех
= cos—  при к=2, 

а

sin
2 а

„ \
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. Зх
= -sm —  при к=З, 

2 а

■- -cos23ix при к=4,

яку можна зобразити у вигляді:

Г пкх п
1  2  а 2

Перетворимо аргумент:
пкх -  пах -  тс а

2а 2а 
пк{х -а )  п 

2а 2 '
У результаті маємо:

2 а

sm
пк{х -а )  тс 

2 а 2
■ cos-

п к (х -а )  
2 а

(3)
Перевіримо виконання граничної умови:

т=const д тск(х -  а) 
cos------------

пк .=------ sm
пк(х -  а)

dz 2 а 2 а 2 а
За умови, що х = а та х = - а, вираз (3) прямує 

до нуля:

тск(-а  -  а)
sm

2 а
= sin(-7T&) = 0 .

Отже, другу множину зручно уявити у 
вигляді:

тс к пк
—  r cos— (z - a ), к = 1,2,....

К2а ) 2а
У результаті маємо множину функцій для 

повздовжніх коливань:

пк 
2 а

пк
cos— { z - a ) . 

2 а
Перейдемо до обчислення елементів матриць

ац і V

(к -  довільна константа, яку можна визначити 
краєвими умовами). У результаті отримаємо

7СХ тех . Злх 2тсх
функції sin-— , cos— , sm-----, cos------

2a a 2a a
звернемо у форму: 

пкх 
_ 2 а 
тс2х

ау = |Уф,Уф/т;
Т

by - |ф,ф 7Л  . (4)

Для обчислення інтегралів (4) необхідно 
записати рівняння бічної поверхні бака як 
функцію г від 0, тобто г=г(0 ). Функція повинна 
бути неперервна при 0 = 0, 0 = п (рис. 1) [4].

Обчислення інтегралів наведено в роботі [2]. 
У результаті маємо:

г =г(0) =

= yjR2 — {R — И)2 sin20 - ( R -  h)cos0. (5)

Форма розв’язання (5) загальна для обох ви­
падків заповнення (рис. 2, де 1, 2 -  рівні запов­
нення).

Отже,
а %/2г*

х а 0 0
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Рис. 1 Рис. 2
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Аналогічно вираз може бути отримано для 
синусів:

п/2г
av = 8v f J Lо (Л2я

7гг
f f i f .2а J

\ 2
+ 7,

піг 
2 а

rdrdQ =

= ^J
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а

+ у Ь ! -Л ! ] ‘» .

де символ Кронекера:

Знайдемо ау і йу- для множини координатних 
пункцій:

g _ Г0,якщог*у;
‘і [ І, якщо і = j.

У результаті маємо:

а</= 5 (,
Г ‘

2-п ( ■ * \2ти I mr

V 2а у
А

лгг

2а
dQ,

де

г* = д/т?2 - ( i? -A )2sin20 - ( R -  h)cos0 .
Для розрахунку коефіцієнта й,; визначимо 

статичне зміщення а,-:

,  ,’я* Л 
¥ ,-= 2 ° |— т-
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2 а
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= 0 + —  sin— 2a = 0. 
ni 2 a

Отже, для повздовжніх коливань а,- = 0 . 
Тоді:

а л/2 Rh-h1
jdz  J 70

( піг Л пі , ,„ (  піг Л 
—  cos— ( z - a ) L \  —

-а 0 V 2a у 2a v 2a у
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2 а _о 2a 2 a
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* (z -a )d z  = 5y\ = 6y J 70
о

Отже,
) 2Rhr h 2 f m -r '

d r .

mr
2 a

dr.

•hRh-h2 ґ„ ;-\
J V "
о V 2а у

Зведення матриць і Ь-ц до діагональної
форми свідчить про дуже вдалий вибір коорди­
натних функцій, оскільки фактично ц/, це вже 
розв’язок задачі.
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Задачу визначення потенціалу Стокса-Жу- 
ковського наведено в роботі [2]. Повздовжні 
коливання збурюються обертанням навколо осі. 

Маємо:
<3\р

Su
Svp

Эи

■ = ±r: z = ±a:

= — zu„ на S.6 ІЧ  »

s V 2a )  2aumop

r ( ni A  n i ( z - a ) {
-  J/ 0 —  C°S---- -------12=ards +

f  пігЛ

2 a 

ni
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fzu 70 ---- jcos— (z -  a)ds =

y la  J 2 a
tz/ 2 r / nir ' (іаЛr2drdd—

v 2a J V ni J= [1-(-І)*'] I  |Л>
0 0

Д'ЗдБбпігЛ
І т Н — Н е іо дг V2а )

де Ббіч -  площа бічної поверхні; 7, -  коефіцієнт 
рівняння руху; і̂ тор-  плотца торцевої поверхні. 

Отже, ненульові тільки непарні.
Приєднані маси рідини мають вигляд:

к

~ 9
т=1 

к к
= У  У атЬп\}тп ;от /   ̂ ти р тр '

ти=1 /7=1

ц л =(Аа,а) = (іГп(Ва,аУ,
А=(ВЬ),

де а -  власні вектори; В -  розв’язок неоднорідної 
алгебричної задачі; А -  права частина цієї задачі.

Допоміжні коефіцієнти розраховуються як у 
роботі [2]. У результаті маємо для повздовжніх 
коливань:

г<Л|г
т ах

м

2 п і  71/2 .
и; = --—-  jV‘+1sinO' + 1)0J0 . 

ї +1 о
Результати роботи для повздовжньої форми 

обчислено на ПЕОМ:

V = 5,3946; а] = 0,9696; ц = 1,8618;

А,0 -2,3317 ; 7  = 46,2638; А,в = -1,2698.

Висновки
Обґрунтованість необхідності підвищення 

точності розрахунку власних форм коливань 
рідини в неповністю заповнених баках є 
важливим для створення систем керування, 
систем демпфірування. Існуючі методи мають 
загальний характер і не дають іженерних 
підходів для створення розрахункових схем.

Запропонований метод дає можливість 
провести відповідні числові розрахунки баків 
конкретної форми, що робить його корисним при 
використанні фахівцями систем оптимального 
керування.
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Расчет собственных форм колебаний жидкости в неполностью заполненных баках (продольные 

колебания)
Предложен метод решения задач о колебании жидкости с использованием гармонических 

функций. В качестве базового метода использован принцип Гамильтона-Остроградского. Расчет 
адаптирован к бакам конкретной формы.
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Calculation of proper bonus of liquid oseilation in not totally filled tanks (longitudiwal oscilation) 
Considered is the method of solution of problems of liqued oscielation by appllying the systems of 

garmonical functions. Me Hamilton-Ostrogradsky principale was used as the basic one. Calculation is 
adapted to concrete forms of tanks.


