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Розглянуто можливість відтворення одновимірних регресійних залежностей з використан­
ням оцінки двовимірної функції щільності. Поширено зазначений підхід для оцінки двовимірної 
регресії з використанням наближення тривимірних функцій щільності.

Постановка проблеми
Відтворення регресії у випадку лінійної фор­

ми зв’язку між ознаками об’єкта спостережень є 
класичною задачею та не викликає труднощів.

У разі відтворення нелінійних залежностей 
виникає проблема ідентифікації типу регресійної 
моделі.

При оцінці двовимірних та багатовимірних 
регресій обчислювальна складність процедур 
ідентифікації та параметричного відтворення ба­
гатократно зростає.

Одним із напрямів при вирішенні задачі оцінки 
функції регресії є непараметричне відтворення.

Аналіз досліджень

$ 1  =  ^птах ^тіп .

_ *7тах ^ т іп

пя
де пп пч -  довільні цілі додатні числа.

Будемо вважати, що задано рівномірні роз­
биття Дг, А осей спостереження Т і які, у
свою чергу, задають рівномірне розбиття Ащ
прямокутної площини спостереження одночасної 
реалізації ознак об’єкта дослідження.

Мета -  знайти оцінку наближення д(ї) залеж-
Проблемі непараметричного відтворення за­

лежностей присвячено багато публікацій, серед 
яких окремо слід відзначити роботи В.Н. Вапніка 
та В.Я. Катковніка [1; 2].

У роботі [2] розглянуто підхід до відтворення 
одновимірних регресій на підставі оцінок функ­
цій щільності розподілу ймовірностей за викори­
станням ядерних оцінок.

Альтернативою зазначеному підходу є вико­
ристання при відтворенні регресій оцінок функ­
цій щільності на основі поліноміальних сплайнів 
на підставі 5-сплайнів, близьких до інтерполя­
ційних у середньому [3-6].

Постановка задачі
Нехай маємо об’єкт спостереження, який ха­

рактеризується ознаками Т , Q реалізації 
об’єкта, що спостерігаються під час експеримен­
ту, -  двійки дійсних чисел (їг, дг), г = 1, N ,

^ ^  | / т т п »^тах ]  >

9 Є [^тіп’^тах] ■
Припустимо існування залежності (регресій­

ної або функціональної) ознаки (9 В>Д Т у 
вигляді

д ( і)є С к .
Задамося рівномірним розбиттям осей 

спостереження ознак Т і Q :

* ,= < и + 8 /( і-0 ,5 ) , і - 1,п, ;

ності # ( ї ) . Для цього, як завжди, вимагатимемо
виконання умови досягнення мінімуму залишко­
вої дисперсії, а саме:

тіп  = т іп - Ц і м  )-» ь  ))2
Пі 11=1[^шід ’^шах ]

Виклад основного матеріалу
Неважко показати, що, коли п( -» оо (а отже і 

5 ї -»0) ,  для 
ч{і) є  Ск

виконується

Ііт  5І„ = Ііт -г -іт -ч ,)1
пг ~ 1 і=1

=  0 ,

де
1 *+ %

Яі = —  Г я ( * ) ж ,
31  <>-%

або, коли п,,пд -> оо (8ї,8д —> 0), для 

д ( і ) е С к
маємо

Ііт  Бт„ -  Ііт
П , ,П р  -А О С  П ,  - » о о

(
— т і  ( 0 - - 2 Х
Пі 1 і=11 Пд >=1

= 0 ,

(1)
де д{] ( їу) -  значення реалізації ознаки Q ( Т ) на 

(і,]) -му елементі розбиття Д(? .
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Подамо інше зображення із правої части­
ни виразу (1).

Для цього розглянемо величину

1

ч ч

^  ЯуПу Яу/у
— 1 V і 7=1
9 і = - 1 ^ Я у -  —_  7=1_________  7=1

ПчМ 1 * ,  Ї Г у
7=1 7=1

де Пу. -  кількість реалізацій об’єкта спосте­
режень на (/,_/) -му елементі розбиття А, ; /у -  
випадковості реалізації двійок 

( і̂’Яу ) > 1 ~ і ї , j  — 1, 22̂  ,

/#
з _

"/Я,
або

/ у = Ь і 8 д Ріу-

ї / Ж*’*)***>
дІ дЧ‘г% чгвУ

де р { і^ )  -  функція щільності розподілу ймо­
вірностей реалізації ознак Т і Q .

Для неперервної р(і ,у)  маємо
», ч^Ач^У

‘і-У2Ч,-6УІіш qi = Ііш
«о “►о0 Я0 -*°°9 9П, <Л‘Уч^‘У

2 / 1  Р{*>я)<Мд
І-'Ь-УіЧгУг

Ятях
І д р{іі,д)<ід

Я тат

Ятзх (2)

Ятіа

Отже, при побудові обчислювальних схем як 
дискретизованої оцінки <}{і) залежності <7 (2)
можемо взяти величину, близьку за значенням до 
правої частини (2 ):

9ти пя
\ я р { і і>д)с1д ^ д . .р у

ш= Я тіл 7=1
ітах "д

{ Р{‘і ’Я)<1Я Ї Р у
(3)

7=1

де р у , / = 1, л, ,у  = 1,и? -  оцінка функції р  (/, 9 ) у

точці (ї, ,<7;) , за яку беруть значення локального
поліноміального сплайна від двох змінних на 
основі 5-сплайнів другого порядку, близького 
до інтерполяційного у середньому [3; 4].

Обчислювальна схема застосування подібного 
сплайна не викликає труднощів, більш того, до­
зволяє отримати неперервне наближення функції 
щільності за розбиттям Д(<?, що, у свою чергу,
дає можливість отримати неперервну оцінку за­
лежності ?(0-

Згідно з роботою [3], наведемо розгорнутий 
вигляд зазначеного сплайна:

£ 2,0 ( Р ' 1’ Я )  =  - ^  ( ( Р і - 1 ,7 - 1  +  6 д _ ,  ,у  +  л _ , >у+1 +  6 Л у _, +

+ 3 6 а ,7 +  6 а ,7+ і +  А ч і  ,7-і +  6 Л + 1  у +Р м  у+1)  +

+(~2Рі~1 ,7 -1  ~ 12р{_х у — 2рі_х у+] + 2рМ у_х +\2рМ у +

+2Рм и+1) х + (~2Рі_х >7._! + 2Рі_х ;+1 - 1 2ри _х + 

+12А,7+і - 2 Ачід-і + 2рми+1)у  + (4Рі_иу_х -  

- 4 А - і ,7 + і - * Р * и - і +4Рі+и+і)ху + (Р і-и -і  +

+ 6 А - 1 ,7  +  А -1 ,7 4 1  - 2 # , 7 - і ~ 1 2 А , 7 - 2 А .У + 1  +  

+ Д +1,7-1 + 6Д +1,7 + Л +1,7+і ) ^ 2 + ( л - и - 1  - 2 л _ 1 , 7  +  

+ А -1 .7Ч 1 + 6 Л ,7 -1  ~ 1 2 А ,7  + 6 Д , 7+1 +  А ч 1,7—1 2Рі+\ ,7 +

+ А +і ,7Чі ) У  + ( - 2 Д - і ,7_, + 2 / , - и + 1  + 4 / , і _, - 4 Л у + 1  -

~ 2Рі+\ ,7-1 +  2 Лчі ,7 + 1) А  + ( - 2 Д - 1 +  4/>,_, ;У -  

“ 2/7,—! іУ+1 + 2 /,.+1 >у_, -  А рм  у + 2 д .+І >у+1) х>>2 +

+ (д-1 -  2/7,—] у + /,._] >у+, -  2рі у_і + 4/7,- у. -

- 2 а ,741 +  А ч і  ,7-1 -  2 р ,Ч 1 ,7 +  Рм  ,741) ) .

де

У = - ^ - { я - І Ї я ) ,  Н ^ І -  
дЯ

Зазначений підхід неважко узагальнити, коли 
маємо об’єкт спостереження, який характеризу­
ється трьома ознаками Т , (), Є реалізації 
об’єкта, -  трійки дійсних чисел 

( ^ ’ Я г ’ В г ) ’ г  =  1 , И ,

 ̂ ^  [^птіп 5 ^тах ] *

Я ^  [*7тіп’ 9 т а х  ] >

Я  ^  [ й т іп  > ^ т а х  ] •

Нехай потрібно знайти оцінку §(і ,я)  існую­
чої залежності (регресійної або функціональної) 

в { і , я ) є С к'1.
Якщо задано рівномірні розбиття А,, А? , А? 

осей спостереження ознак Т , 0 ,  Є :
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{і =tiwi + 5 /( і -0 ,5 ) , і = \,п, ;

4j = ? ішп+ 5 9 0 ' - 0 ,5 ), j  = \,nq ; 

gv=^min+ 5 ? ( v-0 .5 ), v = \,ng ,
де

g   ̂ _  ^max ^min .

?max Я mm

8g: &тшх &  min

= min
і (̂ min ’9min )5 
(^max ’9max ) j

= lim
nt ,nq ->cc \ n t n q 1 1=1 ;=i

= 0 ,

де

1  f g(t,q)dtdq,
St 8Ч ^ / ч г %

або при nt,nq,ng ->oo (Sf,8 <7,S g - » 0 ) для

маємо:
lim SM, =

= lim
1 « , , 1 й*

— Z I  * M - 7 S *
"t n q 1 /=1 y=l V Wg V=1

\2Л
= 0 ,

де £1/у (ґІ>у, значення реалізації ознаки О
( Г , 0  ) на. (і, 3, у) -му елементі розбиття Д,те . 

Величину можемо подати у вигляді

1
S i j  I  S ijv  „

n g  V = 1

Z .  g iiv ^ iiv  g ijv f i jv
V =1

Z  «i/v Z  f І/V

де niJv -  кількість спостережень на ( i,j ,v ) -му 

елементі розбиття A((?g;
Я„

f. =■
J  IJV

Uv
п, nq ng 

1

= 8 ї 5 <7 Sg p ijv;

*+%«У+'#*.+'5£
Pi* = x  - f J j p{t,q,g)dtdqdg;

p(t,q ,g )  -  функція щільності розподілу ймовір­
ностей ознак Т , Q , G .

Тоді для неперервної p(t ,q,g)  маємо

то наведені розбиття визначають рівномірне роз­
биття Д, паралелепіпедного простору спосте­
реження одночасної реалізації ознак об’єкта спо­
стереження.

Поставимо за вимогу виконання умови
min Sqa]l =

[_(^min >?шіп ) ’(іщах ’9max ) J

lim gy =

■f ‘і+%чі +і,,/і gv+y2 
Z Sffr J J f p{t,q,g)dtdqdg
V=1 >,-StA4j-SqA ^ -SeAlim ------ . .п„-*ч> n ti+s,/i4j+ Agv+ gA

— І - т І І М м Л - і І м , ) ) *  •
\ пг пд~ 1 i=l 7=1 J

Тоді при nt,nq —>оо (8 ї,8<7 —»0) для 

q (t,q )eC kJ 

Hm S;^ =
nt ,nq-><x>

I  j j J p{t,q,g)dtdqdg
gv~is/i

SmaxJ g p(ti,q j,g)dq
8min

S  maxJ p(ti,qj>g)dq

Отже, за дискретизовану оцінку £(/,<?) зале­
жності g{t,q) можемо взяти величину

£тах п
І * р (і ,,я ,.в У я  ± 1„ рв,

$(<!.«/)=■*?-------------------- « ч -------- . (4)£ т а хJ p(ti ,q j ,g)dq  Z Pp
Ягоіп v=l

де pijv, І = 1,п, , j  = \,nq , v = l,ng -  оцінка функ­

ції p(t,q ,g )  у точці (ti,qj,gv), за яку можна за­
пропонувати використання значення локального 
поліноміального сплайна від трьох змінних на 
основі fi-сплайнів [5]:

S2.о {pA ,q ,g) =
”, ” *

-7Л {( - І,г<)В2Ля (q-jhq)B2A (g~vhg) PiJy ’
ї=1 У=1 v=l

0, \v \>3hj2,

в  і (3+2w/ a>v)2/ 8> w e [-'iK l 2i - K I 2]'
B2,K И  = j 3/4 -(2 w/äw)74, We [ - h j 2 ; h j 2 ] ,

(3-2w/hwf /8 ,  we[hj2 ;3hj2 ] ,

V = 1 V = 1
w = t ,q,g.
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Викладений підхід до відтворення одновимір- 
них та двовимірних регресій має обмеження за 
використанням. Це пов’язано з тим, що не 
завжди в розпорядженні дослідника є дані, за 
якими можна отримати адекватну оцінку функції 
щільності розподілу ймовірностей (обмежений 
обсяг, приналежність реалізацій різним ге­
неральним сукупностям, суттєва неоднорід­
ність). Застосування сплайн-оцінок на основі В- 
сплайнів з урахуванням заходів щодо підвищен­
ня адекватності оцінки [3] дозволяє поліпшити 
процес обробки “неякісних” даних, проте, зазна­
чені обмеження мають бути прийняті до уваги.

Одержаний результат забезпечує оцінку 
функції регресії як значення, яке є найбільш ві­
рогідним при заданому аргументі (аргументах), 
що є важливим в умовах інформативної невизна­
ченості. Щодо обчислювальної складності про­
цесу відтворення, то згідно з формулами (3), (4) 
вона не є високою, а саму обчислювальну схему 
можна легко модифікувати залежно від матема­
тичного апарату оцінки функції щільності та ви­
мог до обробки даних. Так, якщо у формулах (3), 
(4) використовувати лише ті значення аргумен­
тів, для яких випадковості більші деякого межо­
вого рівня, буде забезпечено автоматичне ігно­
рування малоймовірних (аномальних) реалізацій.

Наведені дослідження зв’язку регресій із 
щільностями реалізацій випадкових величин 
дозволяють аналізувати застосування функцій 
щільності для візуалізації просторових об’єктів, 
а саме: визначення найбільш ймовірних коорди­
нат простору реалізацій ознак, що є визначенням 
координат локалізації об’єктів. У такому разі 
відтворення регресії є частковим випадком, а за­
гальним розв’язком є області, які визначено ізо­
лініями функції щільності при заданому рівні 
випадковості. Останні зауваження виводять на 
низку прикладних задач: класифікацію та клас- 
теризацію спостережень, візуалізацію рудних тіл

в георозвідці, виявлення областей з підвищеним 
рівнем забруднення при екологічному моніто­
рингу тощо.

Висновки
Виходячи з методу найменших квадратів, по­

казано можливість непараметричної оцінки ол- 
новимірних та двовимірних регресій на підставі 
сплайн-оцінок функцій щільності. Наведені не­
обхідні функціонали можливо реалізувати в при­
кладному програмному забезпеченні задач від­
творення залежностей. Зазначений підхід може 
бути поширений на випадок відтворення багато­
вимірних регресійних залежностей.
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Непараметрическая оценка зависимостей методом наименьших квадратов
Рассмотрена возможность восстановления одномерных регрессионных зависимостей с использо­

ванием оценки двухмерной функции плотности. Предложенный подход обобщён для оценки двух­
мерной регрессии с использованием приближений трехмерных функций плотности.

Ph.O.Pristavka
Nonparametryc restoration of mean square regression
The question of restoration of mean square non linear regression of one and two variables based on the 

density distribution functions of two- and three-dimensional random variable was considered in the article.


