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Розглянуто результати теоретичних і числових досліджень, які показали подібність методу 
головного критерію і методу Тихонова при розв ’язанні некоректних задач відновлення сигналів 
за властивостями: чутливість розв ’язку до знаходження параметра регуляризації, стійкість 
до похибок вимірювання сигналу, збіжність обчислювального процесу. Перевага методу голо­
вного критерію над методом Тихонова полягає у  відмінності знаходження параметра регуля­
ризації.

УДК 519.81:621.372
р {If. f a t

Постановка проблеми
Важливим класом задач цифрової обробки си­

гналів є задача відновлення, коли необхідно за 
результатами експерименту відтворити початко­
вий сигнал, спотворений вимірювальною апара­
турою.

Проблема знаходження початкового сигналу 
полягає в тому, що інтегральне (або оператор..е) 
рівняння, яким зображується задача відновлення, 
є некоректним.

Аналіз публікацій
При розв’язанні інтегрального рівняння вико­

ристовують методи Тихонова, Фрідмана, Івано­
ва. Лаврентьєва, збудовані на введенні параметра 
регуляризації, метод перетворення Фур’є для 
різницевих ядер, метод власних функцій [1].

Головна проблема цих методів полягає в зна­
ходженні оптимального параметра регуляризації, 
при якому отримується прийнятий розв’язок за­
дачі відновлення сигналів.

Крім того, відомі методи регуляризації неко­
ректних задач вимагають великого обсягу обчис­
лень на ПЕОМ.

У роботі [2] розроблена модель методу го­
ловного критерію (МГК) для задачі відновлення 
сигналів і наведено результати моделювання на 
модельному прикладі.

Некоректність розглянутої задачі полягає в 
тому, що система лінійних алгебричних рівнянь 
■ СЛАР), якою може бути ця задача -  погано 
обумовлена.

Якщо вимірювальний сигнал заданий неточ­
но, у такому разі проявляється інший вид неко­
ректності за Адамаром, коли малим похибкам 
вихідного сигналу відповідають значні похибки 
вхідного сигналу.

Цю проблему і було досліджено.

Постановка задачі
Задача відновлення зображень і сигналів опи­

сується інтегральним рівнянням (ІР) Фредгольма 
першого роду [1; 3]:

ь
[К(х,5)_у(5)й?5 = / Офге[с,сі],з є[а,Ь]. (1)

а

Розв’язати задачу відновлення сигнс ту для рі­
вняння (1) означає знайти вигляд сигналу у(Ц, 
спотвореного вимірювальною апаратурою з апа­
ратною функцією К(х,У) у сигнал Дх). Після дис­
кретизації рівняння (1) зводиться до СЛАР

А у = /  (2)
Коли СЛАР (2) вироджена або погано обумовле­

на, то обернений оператор А'1 не існує або необме­
жений, а задача є некоректною. Це призводить до 
того, що розв’язок неєдиний чи нестійкий. Оскільки 
при розв’язанні рівняння (1) отримується множина 
розв’язків, то вибирається той з них, при якому по­
хибка розв’язку (1) має вигляд

\\y*-y\L

\\y\L

-» ш ш ,

де у а, у -  відповідно отриманий і точний 
розв’язок рівняння (1).

Теоретичні дослідження
Розглянемо вид некоректності, коли розв’язок 

чутливий до похибок правої частини рівнянь (1) 
або (2). Нехай рівняння Ау=/ замінене рівнянням 
Ау=/ь так, що /Д4_/)<8.

Наближений розв’язок шукаємо в класі (9а 
елементів у  єТ, для яких Рі{Ау, / &)<8. Для добору 
із широкої множини ()?, можливих розв’язків Ти- 
хонов увів стабілізуючий функціонал £2[у], ви­
значений на підмножині При вико­
ристанні такого варіаційного методу пошук ре-
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гуляризованого наближеного розв’язку A y-fs  для 
задачі знаходження наближеного розв’язку 
полягає у визначенні елемента мінім і зуючого 
функціонал Q[y] для

F і,5 = Qb n F , = {у, y&Fu pf(A y,fb)<5}, (3)
де

Qb =  {у, Pf(Ay,fb)<b}-
Тоді задача нелінійного програмування (ЗНП) 

знаходження розв’язку для рівняння (3) за 
А.М.Тихоновим [3] набуває вигляду

mm Q[y] при |р/)<5 . (4)
у

Розв’язувати ЗНП вигляду (4) у ряді випадків 
(наприклад, при великій розмірності) важко. То­
му А.М.Тихонов заміняє ЗНП (4) варіаційною 
задачею з обмеженнями у вигляді рівностей

Pf(Ay,fs)=?>
і потім застосовує метод невизначених множни­
ків Лагранжа. Заміна min Q[y] при або

у
(|py|-ö)2=0 утворює класичну задачу умовної оп- 
тимізації.

Отже, після застосування методу Лагранжа (4) 
ЗНП записується як

min Лїа[>',/й]=р/(Лу,/5) + a7fi[>], (5)
де а  визначається за умови Р/ (Ауа, fs)~b. Тобто 
необхідно розв’язати параметричну задачу опти- 
мізації, що супроводжується значними трудно­
щами. Крім того, ставиться під сумнів зна­
ходження оптимального параметра регуляриза- 
ції, оскільки за визначенням у загальному ви­
падку його потрібно шукати з нескінченною точ­
ністю на проміжку 0<а<1.

У роботі [4] розглянуто метод, що використо­
вує багатокритеріальну оптимізацію для отри­
мання стійкого розв’язку некоректної задачі (2). 
Багатокритеріальні задачі належать до класу за­
дач, що важко розв’язувати, оскільки їхня об­
числювальна складність лінійно залежить від 
розмірності векторного критерію і експонен­
ціально від розмірності вектора шуканого 
розв’язку, однак у роботах [5; 6] доведено ефек­
тивність застосування багатокритеріальної опти­
мізації для широкого класу задач.

Зниження обчислювальної складності досяга­
ється за рахунок використання нелінійної схеми 
компромісів [1; 3] за допомогою спеціальної зго­
ртки частинних критеріїв у скалярний критерій.

У статтях [2; 4] розглянуті частинні критерії 
задачі (3) для використання багатокритеріальної 
оптимізації. Для некоректних задач роль стабілі­
зуючого функціонала Q[y] відіграє нормальний 
розв’язок

min 11У11= j £ y ?  > 
у V і= і

введений А.М. Тихоновим [3].
Отже, перший критерій
7i(y)=Q[y]

необхідно оптимізувати:
minTj = min || у\\.

У У

Другий критерій відповідає за мінімізацію 
відхилення отриманого розв’язку [2; 4]:

Л(у)=ІРу|̂ 5>0 
або Ir=pf 2(Ay,fs).

Зобразимо задачу мінімізації функціонала А/“ 
у виразі (5) як задачу багатокритеріальної опти­
мізації векторного критерію І(у), що складається 
з 5 частинних критеріїв h(y)'.

Ay)= {A(y)}Sk=ic: F it s=2.
Сума /2+ат/і утворить скалярний критерій
і(у,ЛУ=аПу,ЛІ
Тоді вираз (5) запишемо як
m inІ т(у, fg) = а т/і + 12, (6)

у
що є лінійною згорткою або моделлю інтеграль­
ної оптимальності, яка реалізує метод Тихонова 
(МТ). Тут невідомий параметр регуляризації за 
Тихоновим а т, і задача є параметричною. Це зна­
чить, що необхідно багаторазово розв’язувати 
ЗНП (6) для різних ат і вибрати те, при якому 
відхилення є = pt(Ay/&) = min.

На практиці часто використовують прийом, 
коли для оптимізації із сукупності /*, £є[1,Ц 
вибирають як критерій тільки один (наприклад, 
перший), а інші критерії переводять у розряд 
обмежень, тобто вихідну багатокритеріальну 
задачу штучно замінюють однокритеріальною з 
обмеженнями:

/  = a rg m in /,(y ),0 < /bl, £є[/,.у]. (7)
уеУ

Модель (7) реалізує метод головного 
критерію (МГК). Розв’язок у* за такою схемою 
буде не оптимальним, тобто таким, що лежить 
поза областю Парето (далі -  множина Р). Хоча 
використання даного методу виправдано для 
оптимізації дуже складних систем, коли вико­
нати навіть таке найпростіше узгодження супе­
речливих критеріїв удається далеко не просто, 
можна стверджувати, що некоректна задача 
також є складною системою [1; 3], і зведення 
багатокритеріальної оптимізації до однокрите- 
ріальної за формулою (7) буде доречним.

Запишемо формулу (7) для розв’язання рів­
нянь (1) або (2). Задача знаходження мінімаль­
ного сумарного відхиленняення для розв’язку 
має вигляд
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т і п / 2 = У є 2 (8)
у м

за умови
0 < /2 < І2т = ИІО'21 

або

0 <І2<І2т= ^ Ь ] = п Ь 2- (9)
/=1

/*</:</,„=« = jx >™. ;
Г-Ж *. 00)

де /  -  довжина розрядної сітки вихідних даних; 
л -  кількість рівнянь; і? -  радіус сфери, у якій 
знаходиться розв’язок.

Проте на практиці задача ускладнюється тим, 
що невідомий радіус сфери, в якій знаходиться 
розв’язок, тобто невідомий І2т. Отже, на відміну 
від параметра регуляризації а т для задачі (5) як 
параметри регуляризації для МГК (7)—(10) ви­
ступають обмеження на критерії fiга.

На відміну від МГК, в якого розв’язок не 
більше ніж задані граничні обмеження 1 ^  МТ 
завжди отримує відхилення на обмеженнях ppS. 
У найгіршому випадку МГК гарантує розв’язок, 
одержаний МТ.

Числовий експеримент
Порівняємо властивості регуляризації і збіж­

ність МТ і МГК при числовому експерименті. 
Розглянемо модельний приклад, яким можна 
зобразити типову задачу відновлення сигналів:

K(x,s) = ОД 8 [cos ( 3s -  Зх) -1,2 (х -  s)2 + 3,4];

y(s) = cos(2,5s)2 -  s4 + 0,4;
5 = хє[-1;1]; (П )

f i x )  = -0,26097 x2 + 0,48287 cos (x)3 -

-0,36215 cos (x) + 0,70475.
Тут вузький вхідний сигнал у (s) спотворений 

ядром в широкий вихідний сигналах).
Для дискретизації модельного приклада (11) ви­

користано квадратури (рис. 1). Розмірність отрима­
ної СЛАР п = 12, обумовленість дискредитованого 
квадратурами ядра cond(AT) = 1,6145-1017.

Задача знаходження розв’язку y(s) відомими 
методами розв’язання IP (11) є коректною (не 
будемо враховувати некоректність приклада (11) 
через погану обумовленість СЛАР), оскільки 
fix) -  відоме і є аналітичною функцією.

Помилки дискретизації можна звести до міні­
муму, зображуючи дискретизовані значення ядра 
і правої частини в прикладі (11) дробами (напри-

y(s)

Рис. 1. Параметри модельного прикладу та його 
розв’язок МГК і МТ при оптимальних параметрах 
регуляризації для 5=0,12: 
а: 1 -ЯЛ; 7 - f i x )  для 5 = 0,12; З - f i x )  для 6 = 0; 
б: I -  y v (s)- 2 -  y T(s)

клад, режим зображення чисел “Rational numeric 
format” середовища MatLab).

Перетворимо коректну задачу (11) в неко­
ректну. Замінимо праву частину на апроксимую-
чу функцію f l , задану таблично (у процесі про­

ведення експерименту вимірювальний сигнал 
задається таблично), так, що

Wf - f a  ІІ=8Л =0,097,

\ \ f - f a  ІІ=5/ 2 =0Д1.
Розв’язуючи при певних 5f, отримуємо похиб­

ки розв’язку 5У.
Результати розв’язання приклада (11) при різ­

них похибках правої частини для МТ і МГК на­
ведено на рис. 1-3 і в таблиці.

Спочатку розглянемо вплив параметрів регу­
ляризації для МТ і МГК для 4=0 (рис. 2, 3). У 
порівнянні з розв’язками yT(s) безумовної задачі 
МТ для МГК розв’язки yv(s) практично не змі­
нюються для заданого рівня відхилення 
/2іп= 1,2-10'3. Тобто можна стверджувати, що чис-
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Рис. 2. Залежності І\(а), /2(а) для 0<ат<1 при 
різних похибках 5f: 
я -/і(а ); б - І 2(а);
/  -  Sf = 0; 2 -  8f = 0,097; 3 -  5f = ОД 1

Залежності /і(/1т), /2(/]т), І1т є [2,5; со] 
для 8=0,12, отримані МГК

-Am 2 ,5 2 2,8 3 oo
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72, h m ~  
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2 ,03  7 -10’3 7 ,8 4 4 3 -IO'3 8 ,3 7 7 7 -IO'3 9 ,3 3 7 8 -10'3

ловий розв’язок єдиний і не залежить від зміни 
1\т. Як правило, для МГК не існує розв’язку, в 
якого / 1т менше ніж норма точного розв’язку.

На рис. 1, 2 показано, що при Sf=0 для корек­
тного приклада а->0 /Д а)—»2,5235, / 2(а)-»0. При 
внесенні похибки (некоректності) в праву части­
ну /і(а ) буде розбігатися тим більше, чим більше 
8f. У критерію відхилення І2(а) з’являється гло­
бальний мінімум, за яким визначається розв’язок 
прикладу. Зі збільшенням похибки необхідно 
збільшувати точність знаходження параметра ре- 
гуляризацїї, зменшуючи для кожного кроку об­

Рис. 3. Похибки 5У при розв’язанні прикладу 
МТ при 0<ат<1 і МГК при І1т є[2,52; оо): 
а: 1-  5Г = 0; /2ш= 0,0012; 2 -  5Г = /2т= 0,097;
5 - 5 г = 0,12;/2т= 0 ,01 ;^ -5 ґ = /2т=0,12;
6: 1 - 5  = 0; 2 - 5  = 0,097; 5 - 8  = 0,11

числень приріст Аа, для того, щоб не оминути 
вузьку ділянку, при якій /2(а) -  мінімальна, тобто 
чутливість розв’язку до параметру регуляризації 
підвищується (рис. 2, б). Результати розв’язку 
МТ і МГК при 8/2 = ОД 1 на всьому діапазоні
параметрів регуляризації доводять, що процес 
розбіжний, з ’являються хибні максимуми і 
від’ємні ділянки.

Звуження області припустимих розв’язків 
(ОПР) за рахунок зменшення обмежень на відхил 
/2т не поліпшують якість розв’язку. Не можна 
стверджувати, що, звужуючи таким способом 
ОПР, поліпшується точність розв’язку, бо вона 
обмежується похибкою 8( (рис. 3).

Як було показано раніше, при 8,=/2т^-0 для 
коректного прикладу в МГК отриманий один 
розв’язок. При внесенні похибки в праву частину 
Дх) одержано залежності /і( /!т), / 2(/іт) при різних 
І2т(див. таблицю).

Роль параметрів регуляризації в МГК вико­
нують межові значення на критерії по нормі і
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відхиленні І 1т і /2ш. Проте І2т вибирається за за­
даними похибками вимірювання сигналу 8Г. Го­
ловна задача при застосуванні МГК -  завдання 
обмежень по нормі / 1т на межі зриву стійкості, 
при якому / 2=тіп, тобто, коли /іт  наближається 
до норми точного розв’язку або своєї нижньої 
межі, як показано в таблиці і на рис. 2, 3. Опорне 
значення / 1т легко знаходиться: сумою квадратів 
максимальних обмежень фізичних змінних (по 
технічному завданню). Це число треба змінювати 
до зриву стійкості, виконуючи декілька ітерацій. 
Для цього можна використовувати метод поло­
винного ділення. Можна стверджувати, що МГК -  
грубий до завдання критерію І1т (межу Іш можна 
змінювати декілька разів), який є параметром 
регуляризації за аналогією з а 7 у МТ, у той час, 
як МТ -  чутливий до завдання а Т.

Висновки
При розв’язанні некоректної задачі віднов­

лення сигналів використовували МГК і МТ і до­
сліджували такі властивості: чутливість розв’яз­
ку до знаходженню параметра регуляризації, 
стійкість до похибок вимірювання сигналу (по­
хибки правої частини СЛАР або ІР), збіжність 
обчислювального процесу на всьому діапазоні 
існування параметра регуляризації.

Наведені результати теоретичних і числових 
досліджень показали подібність МГК і МТ по 
цим властивостям при похибках правої частини 
СЛАР або ІР. Принципова відмінність МТ і МГК

полягає в знаходженні параметра регуляризації. 
Завдяки чутливості МТ до параметра регуляри­
зації існує декілька методів його знаходження, 
наприклад, метод відхилень, який не завжди за­
безпечує прийнятний результат.

Для знаходження оптимального параметра ре­
гуляризації для МГК достатньо провести декіль­
ка ітерацій, наприклад, методом половинного 
ділення.
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В.Л. Баранов, И.А. Жуков, А.А. Засядько
Использование метода главного критерия для решения задачи восстановления сигналов 
Рассмотрены результаты теоретических и численных исследований, которые показали подобие 

метода главного критерия и метода Тихонова при решении некорректных задач восстановления сиг­
налов по следующим свойствам: чувствительности решения к нахождению параметра регуляризации, 
устойчивости к погрешностям измерения сигнала, сходимости вычислительного процесса. Преиму­
щество метода главного критерия над методом Тихонова состоит в простоте нахождения параметра 
регуляризации.

V.L. Baranov, I.A. Zhukov, A.A. Zasyad’ko
Utilization of the major criterion’s method for solving of the signal restoring problem 
Theoretical and practical researches which are presented in this work have shown the similarity of the 

major criterion method to the Tikhonov’s method in solving ill-prosed problems of the signals regeneration 
by properties. The main features are: the sensitivity of solution to finding regularization parameter, stability 
to signals measurement errors, convergence of the calculations process. The advantage of the major criterion 
method over the Tikhonov’s method is in simple finding regularization’s parameter.


