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БЫСТРОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ В БАЗИСАХ СИСТЕМ  

ФУНКЦИЙ УОЛША И ЗОЛОТОГО СЕЧЕНИЯ 
 

Анатолий Белецкий, Владимир Луж ецкий 
 

В статье рассматриваются вопросы сравнительного анализа эффективности двух классов алгоритмов быстрого пре-
образования Фурье (БПФ) в базисах: классических систем функций Уолша и Уолша-подобных систем функций золотого 
сечения (ФЗС) двоично-степенного порядка  . В качестве критерия эффективности алгоритмов выбран принцип линей-
ной связанности частотных шкал процессоров БПФ. Совокупность номеров от 0 до   входных и выходных каналов 
процессора, эквидистантно расставленных на осях частот, образуют соответственно входную и выходную частотные 
шкалы процессора. Такие шкалы считаются линейно связанными, если по номеру выходного канала с максимальным 
откликом можно однозначно определить частоту сигнала на входе процессора. Единственным базисом, доставляющим 
линейную связанность частным шкалам процессора БПФ, является базис классических систем функций Уолша-Кули, 
аналога которого не существует во множестве Уолша-подобных систем ФЗС. На этом основании формулируется за-
ключение о нецелесообразности применении Уолша-подобных ФЗС-базисов для построения процессоров БПФ, осуществ-
ляющих спектральный анализ дискретных сигналов. 
Ключевые слова : системы функций Уолша, золотая пропорция, Уолша-подобные системы функций золотого сече-
ния, быстрое преобразование Фурье. 
 
1. Введение и постановка задачи исследо-

вания. Настоящая статья является продолжением 
совместной работы авторов [1], посвященной раз-
работке симметричных Уолша-подобных систем 
функций золотого сечения (ФЗС) двоично-сте-
пенного порядка 2 nN = , где n − натуральное 
число. В основу синтеза ФЗС-систем Уолша-Ада-
мара ( )g

NH  положен метод кронекерова произве-
дения  

 1
( ) ( ) ( )

22 2n n
g g g

−= ×H H H , (1) 

в котором ×  – знак произведения Кронекера [2]; 
верхним  индексом g  (gold) в (1) подчеркивается 
тот факт, что рассматриваемый математический 
объект (в данном случае — матрицы Уолша-Ада-
мара H ) относится к ФЗС-объектам. 

К порождающей матрице ( )
2

gH  ФЗС-систем 
( )g
NH  в соотношении (1) приходим, заменив еди-

ничку отрицательного элемента 1−  матрицы Уо-
лша-Адамара второго порядка 

 
2

1 1
1 1
 
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H  (2) 

отношением золотой пропорции [3] 

 1 5 1.618
2
+

α = ≅ . (3) 

В результате предлагаемой замены в (2) получим 

 ( )
2

1 1
1

g  
=  α 

H . (4) 

В матрице (4), как и всюду далее по тексту, 
для компактности записи элемент −α  будем 
отображать в виде α . 

Полагая в (1) степень 3n = , с учетом мат-
рицы (4) приходим к ФЗС-системе Уолша-Ада-
мара (именуемой также системой функций Уо-
лша-Кронекера [4]) восьмого порядка  
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в которой k −  номер (порядок), а t −  аргумент 
(нормированное дискретное время) базисной 
функции ( )

8 ( , )gh k t системы ( )
8

gH ; , 0, 1k t N= − . 
Двоично-инверсной перестановкой номеров 

строк (порядков базисных функций) ФЗС-систем 
Уолша-Адамара, как и в классических системах 
Уолша, приходим к ФЗС-системе Уолша-Пэли 

23 

http://dx.doi.org/10.18372/2410-7840.19.11441


ЗАХИСТ ІНФОРМАЦІЇ, ТОМ 19, №1, СІЧЕНЬ-БЕРЕЗЕНЬ 2017 

2 2
( )

8

2 2

2 2

2 2 2 3

0 1 2 3 4 5 6 7
1 1 1 1 1 1 1 10
1 1 1 11
1 1 1 12
1 13
1 1 1 14

5 1 1
6 1 1
7 1

.g

t

=

k

α α α α
α α α α

α α α α α α
α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α α

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P   (6) 

Матрицы (5) и (6) получены на основании: ре-
куррентной формулы (1), образующей матрицы (4), 
равенства (3) и двоично-инверсной перестановки 
номеров строк матриц ( )g

NH  и ( )g
NP . Рекуррент-

ными являются также соотношения, посредством 
которых вычисляются соответствующие класси-
ческие системы Уолша-Адамара NH  и Уолша-
Пэли NP  [4]. Алгоритмы прямого синтеза матриц 
Адамара и Пэли N − го порядка разработаны в 
монографии [5].   

Обозначим через NW  произвольную сим-
метричную систему Уолша. Все системы NW  со-
стоят из одного и того набора базисных функций 

( , )w k t , , 0,k t N= , и отличаются друг от друга 
лишь вариантом упорядочения (перестановки) 
функций ( , )w k t , сохраняющих симметричность 
систем (матриц). 

Отличительная особенность систем NW  со-
стоит в том, что в каждой из них базисная функ-
ция нулевого порядка (0, )w t  не может занимать 
никакой другой строки, кроме верхней строки 
матрицы NW , поскольку в противном случае 
нарушается симметрия системы. По той же самой 
причине (нарушения симметрии) в матрицах 

( )g
NW  Уолша-подобных ФЗС-систем базисные 

функции ( ) ( 1, )gw N t−  не могут быть перестав-
лены ни на какое другое место, занимая в системах 
фиксированную нижнюю строку. Отмеченные 
ограничения, исключающие возможность пере-
становки базисных функций ( ) (0, )gw t  и 

( ) ( 1, )gw N t− , существенно сокращают число 
( )g
NL  симметричных ФЗС-систем ( )g

NW  по сравне-

нию с числом NL  классических систем Уолша 

NW . Так, если для 8N =  существует 28 систем 

8W , то есть 8 28L = , то для ФЗС-систем ( )
8 4.gL =  

Ниже приведены оставшиеся две ФЗС-системы 
восьмого порядка 
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Поясним способ формирования матриц (7) и 
(8). Предварительно составим граф (рис. 1) после-
довательного обхода базисных функций систем 
Уолша восьмого порядка. 

 
Рис. 1.  Граф кругового обхода 
ФЗС-систем восьмого порядка 

Будем считать, что цифры в кружочках графа 
совпадают с номерами k  базисных функций 

( , )p k t  системы ( )
8

gP  в матрице (6). Обходя кон-
тур по часовой стрелке, начиная с узла 0k = , с 
прореживанием по 2, исключая при этом повтор-
ное вхождение в кружочек под номером 0, обра-
зуем последовательность  

 0 – 2 – 4 – 6 – 1 – 3 – 5 – 7. (9) 

Совокупность базисных функций системы 
(6), номера которых отвечают ряду (9), образует 
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систему функций (7). Если же базисные функции 
последовательности (9) выбирать из матрицы (7), 
то приходим к ФЗС-системе (8). 

Альтернативный вариант формирования 
матриц (7) и (8), основанный на поясняемых в п. 
4 индикаторных матрицах (ИМ) ФЗС-систем, пред-
ложен в статье [1].  

Главная цель настоящего исследования со-
стоит в разработке методики построения деревьев 
N − точечных быстрых преобразований Фурье 
(БПФ), 2 nN = , 2n ≥ , в базисах Уолша-подоб-
ных функций золотого сечения ( )g

NW  и проведе-
нии на их (деревьев) основе сравнительного ана-
лиза эффективности алгоритмов спектрального 
анализа дискретных сигналов в классических NW  
и ФЗС-базисах ( )g

NW  Уолша.   
2. Деревья БПФ в базисах ФЗС. В основу 

построения деревьев графов БПФ в базисах ФЗС 
положен модифицированный двухточечный опера-
тор типа «бабочка» (рис. 2) классической схемы 
Кули-Тьюки [6].     

 
Рис. 2. Преобразования, реализуемые 

модифицированным оператором «бабочка» 

Алгоритм четырехточечного БПФ в ФЗС-ба-
зисе Уолша-Адамара ( )

4
gH  показан на рис. 3. 

 
Рис. 3. Граф дерева четырехточечного БПФ 

в ФЗС-базисе Уолша-Адамара ( )
4

gH  

И, наконец, на рис. 4 представлено дерево 
восьмиточечного БПФ для всех четырех ФЗС-ба-
зисов Уолша ( )

8
gW . Для простоты на рис. 4  буквой 

R  обозначена перестановка отсчетов t  сигнала 
( )x t , обеспечивающая формирование базиса 
( )

8,
g
rS , а буквой L  – базиса ( )

8,
g
lS . Нижние индексы 

R  и L  в обозначении систем ( )g
NS  отвечают их 

ИМ циклического сдвига на один разряд вправо 
(Right) и влево (Left) соответственно 

 
Рис. 4. Граф дерева восьмиточечного БПФ 

в ФЗС-базисах Уолша ( )
8

gW  

Согласно рис. 4, перестановка номеров t  от-
счетов сигналов ( )x t , 0, 1t N= − , подаваемых на 
вход процессора БПФ, приводит к смене базиса, в 
котором вычисляется спектр ( )kX , 0, 1k N= − , 
сигнала ( )x t . В частности, если номера отсчетов t  
составляют натуральную последовательность 
(числовой ряд столбца H ), то процессор БПФ 
формирует спектр ( )kX  в базисе ( )

8
gH . Двоично-

инверсная перестановка номеров t  колонки H , 
образующая ряд в столбце P , порождает спектр в 
базисе ( )

8
gP . Как следствие прореживания ряда P  

с коэффициентом 2 (столбец R  ), вычисляемый 
спектр ( )kX  становится спектром в базисе ( )

8,
g
rS . 

Аналогичное прореживание номеров t  отсчетов в 
колонке R  (столбец L  ) приводит к образованию 
спектра сигнала ( )x t  в базисе ( )

8,
g
lS . 

Других ФЗС-базисов восьмиточечного БПФ, 
кроме рассмотренных четырех, не существует.  

Убедимся, например, в том, что спектраль-
ные преобразования отсчетов ( )x t  в базисе ( )

8,
g
lS  

эквивалентны преобразованиям, которые осу-
ществляет над этими отсчетами восьмиточечный 
процессор БПФ, если на его входы подана после-
довательность отсчетов ( )x t , номера которых t  
приведены на рис. 4. в столбце L . Процесс трех-
ступенчатого преобразования отсчетов t  сигнала 

( )x t  деревом графа показан на рис. 5. 
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Рис. 5. К вычислению спектра ( )kX  дискретного сигнала ( )x t  в базисе функций ( )

8,
g
lS  

Ранжируя номера отсчетов t  сигнала ( )x t , 
которые входят в каждую k − ю гармонику спек-
тра ( )kX , сведем в табл. 1 коэффициенты, распо-
ложенные перед этими номерами. 

Таблица 1 
Весовые коэффициенты компонент спектра ( )kX  

k ↓  
Номер t  отсчета входного сигнала ( )x t  
0 1 2 3 4 5 6 7 

0 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 α  1 α  1 α  1 α  
2 1 1 1 1 α  α  α  α  
3 1 α  1 α  α  2α  α  2α  
4 1 1 α  α  1 1 α  α  
5 1 α  α  2α  1 α  α  2α  
6 1 1 α  α  α  α  2α  2α  
7 1 α  α  2α  α  2α  2α  3α  

Из сопоставления элементов матрицы (8) и 
весовых коэффициентов в табл. 1 убеждаемся в 
том, что L – перестановка номеров отсчетов t   
сигнала ( )x t  на входе процессора БПФ (рис. 4) 
обеспечивает формирование спектра ( )kX  в ба-
зисе ( )

8,
g
lS . 

3. Спектр дискретных сигналов в класси-
ческих и ФЗС-базисах Уолша.  

В качестве математической модели сигнала 
выберем модель дискретного комплексно-экспо-
ненциального сигнала двоично-степенного по-
рядка (объема выборки) 2 nN = , т. е. пусть   

 2

( ) , , 0, 1
j mt

N
mx t e m t N

π

= = − , (10) 

где t  – номер отсчета сигнала (дискретное время), 
а m  – нормированная частота входного сигнала. 

Спектр ( )m kX  сигнала ( )mx t  определяется 
соотношением 

 1

0
( ) ( ) ( , ), 0, 1

N

m m
t

k x t k t k N
−

=

= ϕ = −∑

X . (11) 

В левой части равенства (11) аргумент k  
означает номер гармоники дискретного спектра 
сигнала (10) в базисе функций { }( , )k tϕ .  

Здесь уместно сделать такую оговорку. Под 
гармоникой спектра дискретного сигнала обычно 
принято понимать k − ю спектральную компо-
ненту (коэффициент ряда Фурье) ( )mX k  сигнала 

( )mx t  в базисе гармонических функций. В конечно-
мерном спектральном анализе этот базис пред-
ставляет собой классическую систему дискретных 
экспоненциальных функций (ДЭФ). Для простоты в 
дальнейшем термин «гармоника» мы будем ис-
пользовать также в качестве эквивалента термина 
«спектральная компонента» дискретного сигнала 
безотносительно к типу базиса ортогонального 
разложения сигнала.  

Предположим, что в качестве базиса БПФ 
принята классическая система функций Уолша-
Пэли восьмого порядка  
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(12) 

В основу построения спектра (11) сигнала 
(10) положен графоаналитический метод [5], суть  ко-
торого сводится к алгебраическому сложению 
векторов отсчетов сигнала ( )mx t  с весами, опре-
деляемыми значениями (плюс или минус еди-
ница) k − й базисной функции ( , )k tϕ . Под алгеб-
раической суммой векторов понимают вектор, коор-
динаты которого равны сумме соответствующих 
координат складываемых векторов.  

Рис. 6 и 7 иллюстрируют, для примера, тех-
нологию графоаналитического расчета гармоник 

1(1)X  и 1(2)X  сигнала (10) в базисе функций       
Уолша-Пэли (12).  
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Рис. 6. К определению гармоники 1(1)X        Рис. 7. К определению гармоники 1(2)X  

Цифры в окрестностях стрелок векторов на 
рис. 6 и 7 соответствуют номерам t  отсчетов сиг-
нала 1( )x t .  

Обозначив комплексные величины 
( , )z a jb a b= + = , 

приходим к таким графоаналитическим оценкам 
гармоник четного (табл. 2) и нечетного (табл. 3) 
сигналов ( )mx t  в базисе функций Уолша-Пэли 
восьмого порядка. 

Спектры комплексно-экспоненциальных сиг-
налов с целочисленными частотами m  в базисах 
систем функций Уолша обладают  

такими интересными свойствами. Во-первых, 
если на вход процессора БПФ подведен четный 
сигнал, то есть если частота m  является четной ве-
личиной, то «звенят» только четные выходные ка-
налы процессора, и наоборот. И, во-вторых, множе-
ство гармоник сигнала ( )mx t  состоит лишь из од-
ной вещественной гармоники ( )mX k N= , если 

0m k= =  или / 2m k N= = , как в табл. 2, или рас-
падается на пары комплексных гармоник ( )mX k  
с одинаковыми амплитудами, но противополож-
ными фазами, как в табл. 3.  

                                                                                                                          Таблица 2 
Четные гармоники четных комплексно-экспоненциальных сигналов в базисе 8P  

m mX (0) 
mX (2) 

mX (4) 
mX (6) 

0 8 0 0 0 

2 0 4(1, 1) 0 4(1, −1) 

4 0 0 8 0 

6 0 4(1, −1) 0 4(1, 1) 
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Таблица 3 
Нечетные гармоники нечетных комплексно-экспоненциальных сигналов в базисе 8P  

m  (1)mX  (3)mX  (5)mX  (7)mX  

1 2(1,1 2)+  2(1, 2 1)−  2(1,1 2)−  2(1, (1 2))− +  

3 2(1 2, 1)+ −  2(1 2,1)−  2(1 2, 1)− −  2(1 2, 1)+  

5 2(1,1 2)−  2(1, (1 2))− +  2(1,1 2)+  2(1, 2 1)−  

7 2(1 2, 1)− −  2(1 2, 1)+  2(1 2, 1)− −  2(1 2, 1)−  
 

В табл. 2 и 3 затенением выделены гармоники 
( )mX k , появляющиеся на выходе k − го канала 

процессора БПФ, которые для каждой модели 
(нормированной частоте) m  входного сигнала 

( )mx t  обладают максимальной амплитудой kA  и 

положительной фазой kϕ .   
Отобразим соотношения между частотой m  

входного сигнала ( )mx t  и номером k  выходного 
канала восьмиточечного процессора БПФ в ба-
зисе функций Уолша-Пэли (с максимальной ам-
плитудой отклика kA  и положительной фазой 

kϕ ) в виде графика (рис. 8). Назовем оси коорди-
нат графика шкалами входной ( m ) и выходной ( k ) 
частот процессора БПФ. 
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Рис. 8. Соотношение частотных шкал  

процессора БПФ в базисе 8P  
Как показали результаты анализа ни один из 

базисов систем функций Уолша, за исключением 
базиса Уолша-Кули [7], речь о котором пойдет 
ниже по тексту, не обеспечивает так называемой 
линейной связанности частотных шкал процессора 
БПФ.  

Если на вход процессора в базисе функций 
{ }( , )k nϕ  подан дискретный сигнал ( )mx t  нор-
мированной частоты m , а номер k  выходного 
канала процессора, в котором формируется от-
клик ( k − я гармоника спектра ( )mX k  входного 

сигнала) с максимальной амплитудой kA , совпа-

дает с m , то это означает, что базис { }( , )k nϕ  до-
ставляет линейную связанность частотным шка-
лам процессора.   

Таким образом, частотные шкалы процес-
сора БПФ линейно связанны, если его отклики с 
максимальными амплитудами kA  и одинаковыми 

фазами kϕ  располагаются на биссектрисе квад-
рата с осями координат m  и k . 

Идеальную линейную связанность частот-
ным шкалам процессора БПФ обеспечивает клас-
сический базис ДЭФ. Из этого следует, что по но-
меру выходного канала процессора с максималь-
ной амплитудой отклика можно вынести одно-
значное решение относительно частоты дискрет-
ного комплексно-экспоненциального сигнала, 
подаваемого на вход спектроанализатора (часто-
томера). 

Разумеется, что частотные шкалы процессора 
БПФ в базисе NP  восьмого порядка легко можно 
линеаризовать механической коммутацией треть-
его и седьмого выходных каналов. Но проблема 
подобной линеаризации во всех базисах Уолша 
усугубляется тем, что с ростом N  число откликов, 
выпадающих из биссектрисы, также резко возрас-
тает примерно до значения, равного / 2N , что 
обращает механическую коммутацию каналов в 
практически мало приемлемую процедуру. 

Но не все, казалось бы, так бесперспективно. 
Одним из авторов данной статьи в 2000 году на 
основе алгоритма БПФ по схеме Кули-Тьюки 
разработана система функций Уолша, названная 
системой Уолша-Кули { }( , )N c k t=C , , 0, 1k t N= − , 
и доложенная на МК NIKON-2000 (г. Вроцлав, 
Польша) [7]. Отличительная особенность систем 

NC , 2 nN = , 1n > , состоит в том, что эта един-
ственная система Уолша, базис которой достав-
ляет линейную связанность частотным шкалам 
процессора БПФ. 
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Функции ( , )c k t  систем Уолша-Кули NC  
произвольных двоично-степенных порядков N  
определяются начальными условиями: 

 

( )0, , 0, 1c t t N= + = − ; 

, 0, / 4 1 и 3 / 4, 1;
(1, )

, / 4, 3 / 4 1.

t N t N N
c t

t N N

+ = − = −= 
− = −

 

 

Оставшиеся функции ( , )c k t , 2k ≥ , вычис-
ляются по рекуррентным формулам: 

где(2 , ) ( (2 ) ( )  (mod, )N Nxc k t c k, x Nt= ) =    

– для четных и 

(2 1, ) (2 , ) (1,c k t c k t c t+ = ⋅ )  

– для нечетных базисных функций. 
Система функций Уолша-Кули восьмого по-

рядка имеет вид 

( )8 13

0 1 2 3 4 5 6 7
0
1
2
3 .4
5
6
7

t

k

+ + + + + + + + 
 + + − − − − + +
 + − − + + − − + 
+ − + − − + − + =
+ − + − + − + − 
 + − − + − + + −
 + + − − + + − − 
+ + + + − − − − 





















C  

Из сопоставления матриц (12) и (13) следует, 
что как в системах функций Уолша-Пэли, так и 
Уолша-Кули правая половина четных базисных 
функций повторяет левую половину, а в нечет-
ных – наоборот. 

Как уже отмечалось выше, базис функций 
Уолша-Кули – это единственный базис систем 
Уолша, обладающий весьма привлекательным 
для спектрального анализа свойством, а именно: 
для входных комплексно-экспоненциальных сиг-
налов ( )mx t  гармоники их спектра ( )m kX  с мак-
симальными амплитудами и отрицательными фа-
зами располагаются вдоль главной диагонали 
квадратной матрицы с осями координат ( , )m k . А 
это означает, что по номеру канала k  процессора 
БПФ с максимальным по модулю откликом и от-
рицательной фазой можно однозначно опреде-
лить частоту m  входного сигнала ( )mx t , т. е. ба-
зису Уолша-Кули присуще свойство, столь необ-
ходимое для построения спектроанализаторов. 

Результаты графоаналитического расчета 
гармоник спектра нечетного комплексно-экспо-
ненциального сигнала ( )mx t  в базисе функций 
Уолша-Кули (13) сведены в табл. 4, в которой 
компоненты с максимальными амплитудами и от-
рицательными фазами выделены затенением. 
Четные гармоники спектра в базисе Уолша-Кули 
совпадают с гармониками в базисе Уолша-Пэли 
(табл. 2), но с инверсными по знаку мнимыми 
компонентами. 

                                                                                                                          Таблица 4 
Нечетные гармоники нечетных комплексно-экспоненциальных сигналов в базисе 8C  

m  (1)mX  (3)mX  (5)mX  (7)mX  

1 2(1 2, 1)+ −  2(1 2,1)−  2(1 2, 1)− −  2(1 2,1)+  

3 2(1, ( 2 1))− −  2(1, (1 2))− +  2(1, 1 2)+  2(1, 2 1)−  

5 2(1 2, 1)− −  2(1 2,1)+  2(1 2, 1)+ −  2(1 2,1)−  
7 2(1, 1 2)+  2(1, 2 1)−  2(1, ( 2 1))− −  2(1, (1 2))− +  

 

А теперь обратимся к анализу свойств бази-
сов функций золотого сечения. Спектр сигнала 

( )mx t , заданного соотношением (10), определя-
ется формулой (11), в которой базис ФЗС-Пэли 

( ) ( , )gp k t  восьмиточечного процессора БПФ 
(выбранного в качестве примера) представлен 
матрицей (6).  

Воспользовавшись графоаналитическим ме-
тодом расчета гармоник спектра, приходим к ре-
зультатам оценок, представленных в табл. 5 (для 
четных) и табл. 6 (для нечетных сигналов).  

Обратим внимание на ту особенность ФЗС-
базиса, что число гармоник спектра четных сиг-
налов в этом базисе (табл. 5) возросло по сравне-
нию с числом гармоник в базисе Уолша (табл. 2). 
Кроме того, примем к сведению, что для компакт-
ности записи гармоник из табл. 5 и 6 вынесен за 
скобки общий множитель 2α .  

С учетом множителя 2 2.618α =  сведем в 
табл. 7 числовые значения амплитуд гармоник 
спектра дискретного комплексно-экспоненциаль-
ного сигнала, формируемых восьмиточечным 
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процессором БПФ в ФЗС-базисе Уолша-Пэли, и 
для сравнения в табл. 8 –амплитуды гармоник сиг-
нала в классическом базисе Уолша-Кули. Справа 
от амплитуд в скобках указаны знаки фаз ком-

плексных гармоник, а затенением выделены мак-
симальные амплитуды гармоник с положитель-
ной фазой для ФЗС-базиса (табл. 7) и отрицатель-
ной фазой – для базиса Уолша-Кули (табл. 8).   

                                                                                                                             Таблица 5 

Гармоники четных комплексно-экспоненциальных сигналов в базисе ( )
8

gP  

m\k 1 2 3 4 5 6 7 
2 0 2 (1, 1)  (1 ) (1,1)−α  0 0 2(1, )−α  (1 , ( 1))−α α α −  
4 0 0 0 4  2(1 ), 0−α  0 (2 , 0)−α  
6 0 2 (1, 1)−  (1 )(1, 1)−α −  0 0 2(1, )α  (1 , ( 1))−α −α α −  

 
                                                                                                                                               Таблица 6 

Нечетные гармоники нечетных комплексно-экспоненциальных сигналов в базисе ( )
8

gP  

m  (1)mX  (3)mX  (5)mX  (7)mX  

1  1,1 2+  22 21 , ( ( 1))
2 2

+ α − α + α −  1, ( 2 1)− α −  32 21 , (1 ( 1))
2 2

− α −α − α −  

3  1, 2 1−  22 21 , ( 1)
2 2

− α α − α −  1, (1 2 )− + α  32 21 , (1 ( 1))
2 2

+ α α + α −  

5 1,1 2−  22 21 , ( ( 1))
2 2

− α − α − α −  1,1 2+ α  32 21 , (1 ( 1))
2 2

+ α −α + α −  

7 1, (1 2)− +  22 21 , ( 1)
2 2

+ α α + α −  1, 2 1α −  32 21 , (1 ( 1))
2 2

− α α − α −  

                                                                                                                                                          Таблица 7 

Амплитуды и фазы гармоник комплексно-экспоненциального сигнала в базисе ( )
8

gP  

m  (1)mX  (2)mX  (3)mX  (4)mX  (5)mX  (6)mX  (7)mX  

1 6.841 (+) 0 10.893 (–) 0 4.270 (–) 0 5.741 (–) 
2 0 7.404 (+) 2.288 (+) 0 0 9.959 (–) 3.079 (+) 
3 2.834 (+) 0 3.812 (+) 0 8.998 (–) 0 11.195 (+) 
4 0 0 0 10.472 (+) 1.236 (+) 0 1.000 (+) 
5 2.834 (–) 0 3.812 (–) 0 8.998 (+) 0 11.195 (–) 
6 0 7.404 (–) 2.288 (–) 0 0 9.959 (+) 3.079 (–) 
7 6.841 (–) 0 10.893 (+) 0 4.270 (+) 0 5.741 (+) 

 
                                                                                                                                                          Таблица 8 

Амплитуды и фазы гармоник комплексно-экспоненциального сигнала в базисе 8C  

m  (1)mX  (2)mX  (3)mX  (4)mX  (5)mX  (6)mX  (7)mX  

1 5.226 (–) 0 2.165 (+) 0 2.165 (–) 0 5.226 (+) 
2 0 5.657 (–) 0 0 0 5.657 (+) 0 
3 2.165 (–) 0 5.226 (–) 0 5.226 (+) 0 2.165 (+) 
4 0 0 0 8.000 0 0 0 
5 2.165 (–) 0 5.226 (+) 0 5.226 (–) 0 2.165 (+) 
6 0 5.657 (+) 0 0 0 5.657 (–) 0 
7 5.226 (+) 0 2.165 (+) 0 2.165 (–) 0 5.226 (–) 
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4. Обсуждение результатов анализа. Как 
следует из сопоставления оценок комплексных 
спектров, представленных в табл. 2, 3 и 7, свой-
ства систем функций золотого сечения в основ-
ном подобны свойствам соответствующих систем 
функций Уолша. Термин «соответствие» здесь 
следует понимать в смысле совпадения индика-
торных матриц систем. 

Индикаторными матрицами wJ  систем 
функций Уолша NW  двоично-степенного по-

рядка 2nN =  являются правосторонне симмет-
рические (0,1)-матрицы n − го порядка, т.е. есть 
матрицы, симметричные относительно вспомога-
тельной  диагонали, невырожденные над полем 

2F  [8].   

Индикаторные матрицы ( )g
wJ  ФЗС-систем 

( )gW  составляют подмножество таких ИМ wJ  
классических систем Уолша W , вес каждого 
столбца (как и строки) которых является нечет-
ным числом [1]. 

Индикаторные матрицы wJ  систем функций  
Уолша, как и ФЗС-систем ( )g

wJ , дают возмож-

ность определить место (номер строки wk ) в си-

стеме W  или ( )gW , которое занимают k − е ба-
зисные функции ( , )p k t  или ( ) ( , )gp k t  систем 
Уолша-Пэли. А именно    

w p wk k= ⋅J ,  0, 1pk N= − . (14) 

Выберем, для примера, ИМ третьего порядка 
некоторой Уолша-подобной ФЗС-системы 

( )

0 1 0
0 0 1
1 0 0

g
r

 
 =  
 
 

J , (15) 

являющуюся оператором циклического сдвига на 
один разряд вправо.  

По формуле (14) с учетом матрицы (15) при-
ходим к перестановкам базисных функций систем 

( )
8

gP , которые приведены в табл. 9. 
                                         Таблица 9 

Соответствие номеров базисных  

функций систем ( )
8

gP  и ( )
8,

g
rS  

pk  0 1 2 3 4 5 6 7 

rk  0 4 1 5 2 6 3 7 

Легко убедиться в том, что осуществляя пере-
становку номеров базисных функций ( ) ( , )gp k t  
ФЗС-системы ( )

8
gP  Уолша-Пэли (6) в соответ-

ствии с табл. 9, приходим с ФЗС-системе ( )
8,

g
rS , 

представленной матрицей (7).  
А теперь обратимся к ИМ третьего порядка 

классической системы функций Уолша-Пэли 

1 0 0
1 1 0
0 1 1

c

 
 =  
 
 

J . (16) 

Веса двух левых столбцов и двух нижних 
строк матрицы (16) являются четными, т.е. данная 
ИМ не подпадает под определение индикаторной 
матрицы Уолша-подобной ФЗС-системы, и по 
этой причине базис функций Уолша-Пэли не 
входит во множество ФЗС-базисов. Следова-
тельно, ни один из базисов ФЗС-систем не обес-
печивает линейной связанности частотным шка-
лам процессора БПФ, поскольку лишь базис 
функций Уолша-Пэли сохраняет такую связан-
ность частотных шкал процессора. 

Выводы. Единственным базисом систем 
функций Уолша произвольного двоично-степен-
ного порядка, доставляющим линейную связан-
ность частотным шкалам процессора БПФ, явля-
ется базис систем функций Уолша-Кули, кото-
рый не принадлежит множеству Уолша-подоб-
ных базисов систем функций золотого сечения. 
По этой причине применение ФЗС-базисов в 
процессорах БПФ для целей спектрального ана-
лиза дискретных сигналов вряд ли можно считать 
целесообразным. 

ЛИТЕРАТУРА   

[1]. Белецкий А.Я. Синтез симметричных систем 
функций золотого сечения / А.Я. Белецкий,  
В.А. Лужецкий. // Захист інформації, Том 18,     
№ 4 (2016). – С. 283–292. 

[2]. Беллман Р. Введение в теорию матриц / Р. Белл-
ман. – М.: Наука, 1989. – 368 с.  

[3]. Васютинский Н.А. Золотая пропорция /            
Н.А. Васютинский. – М.: Молодая гвардия, 
1990. − 238 c.  

[4]. Трахтман А.М. Основы теории дискретных сиг-
налов на конечных интервалах. / А.М. Трахтман, 
В.А. Трахтман. – М.: Сов. радио, 1975. − 208 с. 

[5]. Белецкий А.Я. Комбинаторика кодов Грея. / 
А.Я. Белецкий. – К.: Изд-во КВІЦ, 1986. – 506 с. 

31 



ЗАХИСТ ІНФОРМАЦІЇ, ТОМ 19, №1, СІЧЕНЬ-БЕРЕЗЕНЬ 2017 

[6]. Cooley J.W., Tukey J. An algorithm for the machine 
calculation of complex Fourier series // Math. 
Comput. 1965. Vol. 19, No. 90. P. 297–301. 

[7]. Beletsky A. Ya. Syntesis and analysis of system of 
Walsh-Cooly basis functions. – XIII International 
Conference – NIKON-2000 – Wroclaw, 2000. 

[8]. Белецкий, А.Я. Индикаторные матрицы систем 
функций Уолша. / А.Я. Белецкий. // Вісник 
СумДУ. Серія Технічни науки, № 4, 2009. – С. 85-93. 

REFERENCES   

[1]. Beletsky A.Ya. Synthesis of symmetrical functions of 
golden ratio. / Beletsky A.Ya., Luzhetsky V.A. // 
Ukrainian Information Security Research Journal, 
VOL. 18, № 1 (2016). – P. 283–292.  

[2]. Bellman R.Introduction to the theory of matrices. / 
R.Bellman. – M.: Nauka, 1989 - 368 p. 

[3]. Vasyutinskiy N.A. Golden Ratio / N.A. Vasyutinskiy. 
– M.: Young Guard, 1990. – 238 p. 

[4]. Trahtman A. M. Fundamentals of the theory of finite 
signals on finite intervals. / A.M. Trahtman. – M.: 
Sov. Radio, 1975. – 208 p. 

[5]. Beletsky A.Ya. Combinatorics Gray codes. / 
A.Ya. Beletsky. – K.: Publ. house KVІTS, 1986. – 
506 p. 

[6]. Cooley J.W., Tukey J. An algorithm for the machine 
calculation of complex Fourier series // Math. 
Comput. 1965. Vol. 19, No.90. P. 297–301. 

[7]. Beletsky A. Ya. Syntesis and analysis of system of 
Wаlsh-Cooly basis functions. – XIII International 
Conference – NIKON-2000 – Wroclaw, 2000. 

[8]. Beletsky A.Ya. Indicator matrix systems of Walsh 
functions. / A.Ya. Beletsky. // News SumDU. Series 
Engineering, № 4, 2009. – P. 85-93. 

ПОРІВНЯЛЬНИЙ АНАЛІЗ ЕФЕКТИВНОСТІ 
АЛГОРИТМІВ ШВИДКОГО  

ПЕРЕТВОРЕННЯ ФУР'Е В БАЗИСІ СИСТЕМ 
ФУНКЦІЙ УОЛША І ЗОЛОТОЇ ПРОПОРЦІЇ 

У статті розглядаються питання порівняльного аналізу 
ефективності двох класів швидкого перетворення Фур'є 
(ШПФ) в базисах класичних функцій Уолша і базисах 
Уолша-подібних функцій золотої пропорції (ФЗП) 
двійкове-степеневого порядку. Як критерій ефективно-
сті алгоритмів ШПФ обраний принцип лінійної зв’яза-
ності частотних шкал процесора ШПФ. Сукупність но-
мерів вхідних каналів процесора, еквідистантно розста-
влених на осі частот, утворює вхідну частотну шкалу, а 
сукупність еквідистантно розставлених на осі частот 
номерів вихідних каналів становить вихідну частотну 
шкалу процесора ШПФ. Єдиним базисом, що привно-
сить лінійну зв'язаність частотним шкалам процесора 
ШПФ, є базис функцій Уолша-Кулі, аналога якого не 
існує в множені ФЗП-базисів. На цій підставі формулю-
ється висновок про недоцільність застосування Уолша-
подібних ФЗП-базисів для виконання спектрального 
аналізу дискретних сигналів. 

Ключові слова: системи функцій Уолша, золота про-
порція, Уолша-подібні системи функцій золотої про-
порції. 

COMPARATIVE ANALYSIS  
OF THE EFFICIENCY OF ALGORITHMS  

FAST FOURIER TRANSFORM IN THE BASIS 
SYSTEMS 

The article deals with the comparative analysis of the ef-
fectiveness of two classes of fast Fourier transform algo-
rithm (FFT) in the bases of classical systems of Walsh 
functions and bases Walsh-like systems of the golden sec-
tion features binary-power order. As a criterion of the ef-
fectiveness of the FFT algorithm selected the principle of 
linear frequency scales connectivity FFT processor. The 
set of numbers from 0 to processor input channels are 
equidistantly arranged on a frequency axis constitutes an 
input frequency scale, and the set of equidistantly spaced 
on the frequency axis output channel numbers of the out-
put frequency scale FFT processor. The only basis, deliv-
ering linear scales connectivity to private FFT processor is 
the basis of classical Walsh functions Coulee, whose ana-
logue does not exist in the set-bases Terminals. On this 
basis, formulate an opinion on inappropriate use of 
Walsh-like-bases Terminals to perform the tasks of the 
spectral analysis of discrete complex exponential signals. 
Keywords: the system of Walsh functions, the golden pro-
portion, Walsh-like system of the golden ratio functions. 
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