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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ ВАКУУМНОЇ  
МЕМБРАННОЇ ДИСТИЛЯЦІЇ У ВИРОБНИЦТВІ БІОЕТАНОЛУ 

Вступ 
Ринок спирту і біоетанолу в світі швидко роз-

повсюджується. Ситуація в Україні з виробницт-
вом біоетанолу показала відставання від темпів 
світового виробництва. Це пов’язане з необхід-
ністю розвитку й удосконалення процесів вироб-
ництва біопалива з метою енергозбереження. 

Мембранна дистиляція (МД), призначена для 
відновлення спиртів — це технологія, що вико-
ристовує пористі мембрани для розділення рідкої 
суміші, де рушійною силою процесу є градієнт 
тиску на мембрані. Основна перевага полягає  
у можливості постійно видаляти етанол на етапі 
виробництва пального спирту. Процес вакуумної 
мембранної дистиляції, що призначений для 
концентрування спиртів майже невивчений.  
Із літературних джерел відомо, що витрати енер-
гії на процес вакуумної мембранної дистиляції 
для отримання біоетанолу значно нижчі ніж ви-
трати на процес ректифікації. Тому актуальним  
є дослідження процесу вакуумної мембранної 
дистиляції і створення математичної моделі  
з метою розробки системи керування процесом 
[1]. Мембранна дистиляція — це термомембран-
ний процес, що являє собою гібридний розділо-
вий процес, якій протікає зі зміною фазового 
стану з отриманням парової фази на пористій 
гідрофобній мембрані. Цей процес застосовуєть-
ся для очищення стічних вод, опріснення води, 
розділення летючих з’єднань. Проходження ета-
нолу крізь пори мембрани відбувається у три 
стадії: утворення пари розчинника з боку гарячої 
сторони мембрани, дифузію парової фази через 
мікропористу гідрофобну мембрану і конденса-
цію пари за допомогою охолоджуючої води. Під 
час вакуумній мембранній дистиляції рушійна 
сила підтримується шляхом застосування ваку-

уму на стороні пермеату. Прикладається розрі-
дження менше, ніж рівноважний тиск пари. От-
же, конденсація відбувається після мембранного 
модуля. Здатність ефективно працювати за низь-
ких температур робить процес МД утилізацією 
низькосортних відходів і альтернативних джерел 
енергії.  

Розроблено новий спосіб керування процесом 
вакуумної мембранної дистиляції, за яким було 
отримано патент на корисну модель [14]. Голов-
ним контуром у цьому методі керування є під-
тримання концентрації біоетанолу в розчині шля-
хом зміни ступеня розрідження в зоні пермеату.  

Аналіз останніх досліджень та публікацій 
Багато досліджень спрямовано на опис тепло- 

і масопереносу в процесі контактної мембранної 
дистиляції, розглянуті різні математичні підходи 
до опису температурної і концентраційної поля-
ризацій [2–7]. Ряд публікацій присвячено роз-
робці математичних моделей процесу контактної 
мембранної дистиляції (КМД) [8–13]. У вітчиз-
няній і закордонній літературі під час дослі-
дження процесів мембранної дистиляції основна 
увага приділялась питанням гідродинаміки і теп-
лообміну. Створення автоматизованих систем 
керування потребує розробки і дослідження ма-
тематичної моделі динаміки для цілей керування, 
розв’язання завдань оптимізації і розробки алго-
ритмів керування процесом, у той час як дані 
питання є не розв’язані.  

Основні дослідження процесу вакуумної мемб-
ранної дистиляції були спрямовані на техніку 
експериментальних досліджень розділення ета-
нолу. Аналіз публікацій показав, що була роз-
роблена математична модель статики для опису 
переносу маси і енергії у процесі розділення ета-
нолу з використанням вакуумної мембранної 
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дистиляції, яка є однією з небагатьох, що запро-
поновані для вивчення вилучення етанолу за 
допомогою цього методу [9]. Але цю модель 
неможливо використати для створення системи 
керування. 

Мета роботи — є підвищення рівня енерго-
збереження процесу МД шляхом ефективного 
керування при зміні властивостей вихідного 
продукту і функціональних властивостей мем-
брани. Досягнення поставленої мети передбачає 
розробку і дослідження математичної моделі 
процесу вакуумної мембранної дистиляції. 

Виклад основного матеріалу дослідження 
Через відносну новизну застосування процесу 

вакуумної мембранної дистиляції для виробницт-
ва біоетанолу цей процес є недостатньо вивче-
ний, як об’єкт автоматичного керування. Основ-
на перевага процесу вакуумної мембранної дис-
тиляції полягає у можливості постійно видаляти 
етанол на етапі виробництва пального спирту, 
уникаючи тим самим інгібування продуктів фер-
ментації і тим самим збільшуючи виробництво. 
Цей процес може керуватися за допомогою від-
працьованого тепла, що пов’язано з низькою 
температурою промислових потоків. Мембрана, 
що використовується в процесі мембранної дис-
тиляції, забезпечує проходження тільки парів 
етанолу і таким чином, продукт, отриманий тео-
ретично 100 % чистий від твердих або нелетких 
забруднюючих речовин. Через мембрану прохо-
дять тільки легколетючі компоненти розчину.  

У менісках пор з гарячої сторони мембрани 
відбувається випаровування парів етанолу і зав-
дяки різниці парціальних тисків на сторонах 
мембрани проходить дифузія парів крізь пори. 
При розробці математичної моделі процесу не-
обхідно врахувати ряд факторів: процеси масоо-
бміну, зміни коефіцієнта тепловіддачі від розчи-
ну меляси до гарячої сторони мембрани. 

Розрахункова схема установки вакуумної 
мембранної дистиляції наведена на рис. 1. 

Відпрацьоана 
меляса, Gp0 сp0 θp0

Холодоагент,
Gхлk схлk θхлk

Вакуум, Рд 

Холодоагент, 
Gхл0 схл0 θхл0

Підігріта меляса, 
Gpk сpk θpk

Пермеат, 
Gдк сдк θдк

Рис. 1. Структурно-параметрична схема установки 
вакуумної мембранної дистиляції: 

де Gp0 — витрата меляси на вході, кг/с; Gpk — 
витрата меляси на виході, кг/с; θр0 — температу-
ра меляси на вході, К; ср0  —  теплоємність  меляси 

на вході,  Дж/кг*К; θрk — температура меляси на 
виході, °К; θдк — температура пермеату на вихо-
ді, °К; r — питома теплота пароутворення, 
Дж/кг; Рд — тиск з боку пермеату, Па; θхлк — 
температура холодоагенту на виході, °К; θхл0 — 
температура холодоагенту на вході, °К; схл — 
теплоємність холодоагенту, Дж/кг*К; Gхл0 — 
витрата холодоагенту на вході, кг/с; Gхлк — ви-
трата холодоагенту на вході, кг/с. 

Розроблена математична модель вакуумної 
мембранної дистиляції у виробництві біоетанолу.  

Під час створення математичної моделі були 
прийняті такі припущення: 

1) мембрана ідеальна, тобто гідрофобна з од-
наковим радіусом пор та непошкодженим селек-
тивним прошарком; 

2) не враховано вплив поляризації температу-
ри та концентрації; 

3) не враховано розподіленість параметрів уз-
довж каналів мембранного модуля; 

4) ємністю мембрани знехтували, через її не-
значну товщину порівняно з висотою каналів 
сировини та пермеату. 

При математичному моделюванні процесу ва-
куумної дистиляції було отримано такі рівняння: 

1) рівняння динаміки теплового балансу про-
цесу випаровування етанолу для акумулюючої 
ємності каналу меляси. 

( )0 0 0 1 1 дкp p p pk pk pk pkG c k F G cθ − θ −θ − θ −

( )1 2 дк .pk
pk p p p

d
Fr V c

dt
θ

−β ξ θ − ξ θ = ρ          (1) 

де F — площа мембрани, м2; ξ1 — коефіцієнт 
парціального тиску парів етанолу в порах мем-
брани з гарячої сторони мембрани; ξ2 — коефіці-
єнт парціального тиску парів етанолу в паропо-
вітряній суміші з боку холодного боку мембрани; 
β — коефіцієнт масопереносу, кг/(м2*с⋅Па), знай-
дено за формулою [6] 

,4
2

k

p

m

M
d

d RT

β =
ε

ετ π

  (2) 

де τ являє собою  
1

τ =
ε

, 

де Mk — молекулярна маса речовини, а.о.м.; ε — 
пористість мембрани, 1/м2; dp — діаметр пор 
мембрани, м; δm — товщина мембрани, м; T — 
температура розчину, К; R — універсальна газо-
ва стала, Дж/(моль⋅К). 

Коефіцієнт теплопередачі k-мембрани, 
Вт/(м2К) розраховуємо за формулою 
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1 2

1 ,1 1k =
δ

+ +
α λ α

    (3) 

де δ — товщина мембрани, м; λ — коефіцієнт 
теплопровідності мембрани, Вт/(м⋅К); α1, α2 — 
коефіцієнти тепловіддачі з боку сировини і з бо-
ку пермеату, Вт/(м2⋅К).  
    Відповідно знаходимо вирази 

1 1 ,
p

Nu
d
λ

α =      (4) 

2 2 ,
p

Nu
d
λ

α =              (5) 

де Nu — число Нуссельта.  
Відбувається випаровування розчинника з по-

верхонь менісків на вході в капіляри Дифузійне 
перенесення парів у капіляропоруватому середо-
вищі характеризується режимом кнудсенівським 
течії, який визначається співвідношенням серед-
ньої довжини вільного пробігу молекул і діамет-
ром пор. На виході з мембранного модуля отри-
муємо розчин меляси з меншим вмістом етанолу 
і нижчою температурою. 

2) Рівняння динаміки теплового балансу про-
цесу конденсації етанолу для акумулюючої єм-
ності каналу пермеату. 

( ) ( )1 1 дк 1 дкpk pkk F P Frθ −θ +β ξ θ −Δ −

( ) дк
2 2 дк хлк д д д .

d
k F V с

dt
θ

− θ −θ = ρ            (6) 

Пари етанолу, які пройшли через мембрану за 
допомогою кнудсенівської дифузії, конденсу-
ються і віддають тепло охолоджуючій воді.  

Рівняння динаміки теплового балансу процесу 
передачі тепла від конденсації етанолу до холо-
доагенту: 

( ) ( )хл0 хл0 хл0 хл хл 2 2 дк хлk k kG с с k Fθ − θ + θ −θ =  

хл
хл хл хл .kdV с

dt
θ

= ρ           (7) 

Етанол охолоджуючись конденсується і виво-
диться з установки як і нагрітий холодоагент. 

4) Рівняння динаміки матеріального балансу
для акумулюючої ємності каналу меляси, що 
враховує зміну концентрації етанолу в розчині 
меляси і в парі, що дифундує через мембрану.  

( ) 1
0 0 1 1 1 дк 2 1p p pk pk p

dCG C F C G C m
dt

−β ξ θ − ξ θ − = . (8) 

де С1 — концентрація етанолу в розчині меляси, 
моль/м3; С2 — концентрація етанолу в парі, що 
дифундує через мембрану, моль/м3.  
     Пари етанолу, що проходять крізь мембрану 
знаходяться у стані рівноваги з розчином. Кон-
центрація С2  визначаються за формулою:  

 
( )

1
2

1

,
1 1

CC
C

α
=

+ α −
 (9) 

де α — розділяюча відносна летючість суміші.  
Розрахунки щодо визначення концентрації 

етанолу і температури в мембранному модулі 
наведені в таблиці. 

Значення основних параметрів процесу 

Назва 
По-
зна-
чення 

Число-
ве зна-
чення 

Розмір-
ність 

Довжина модуля l 0,45 м 
Ширина каналу d 0,3 м 
Висота каналу h 0,08 м 
Температура сирови-
ни на вході θp0 338 К 

Температура холодоа-
генту на вході θхл0 293 К 

Коефіцієнт теплопе-
редачі k1 69,869 Вт/ 

(м2⋅К) 
Коефіцієнт теплопе-
редачі k2 7,112 Вт/ 

(м2⋅К) 
Площа поверхні  
теплообміну F 3,6⋅10–3 м2 

Коефіцієнт порува-
тості ε 0,8 – 

Товщина мембрани δm 0,0004 м 
Кнудсенівський кое-
фіцієнт дифузії  Dк.п

3,24⋅ 
10–5 м2/с 

Середній радіус пор r 0,12⋅ 
10–6 м 

Для визначення характеру і коефіцієнтів під-
силення в можливих каналах керування було 
побудовано статичні характеристики процесу 
вакуумної мембранної дистиляції: 

1. «Вакуум з боку холодної сторони мембрани
→ температура розчину меляси на виході з уста-
новки процесу».
     Збільшення вакууму з боку холодної сторони 
мембрани приводить до збільшення перепаду 
парціальних тисків у порах мембрани.  

( ) 0 0 0 11 12

1 1 ï 13 14

p p p
pk

pk pk

C G k P k P
P

Fr k F G C k k
θ + +

θ =
β ξ + + − +

, (10) 

де 
( )

2
20 0 0 2 1

1
0 0 2

11 2
2

2 1
0 0 2

hl hl hl

hl hl

hl hl

G C k F k BF rk
G C k Fk

k F
k F k F

G C k F

θ
−

+
=

+ −
+

; 

( )
( )

2 220 0 0 2 2
2

0 0 2
12 2

2
2 1

0 0 2

hl hl hl

hl hl

hl hl

G C k F Br BF r
G C k Fk

k F
k F k F

G C k F

θ ξ
− ξ

+
=

+ −
+
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( )

( )

22
1 1 1

0 0 2
13 2

2
2 1

0 0 2

hl hl

hl hl

F k B r k F
G C k Fk

k F
k F k F

G C k F

ξ +
+

=

+ −
+

; 

( )
( )

22 2
1 2 1 2

14 2
2

2 1
0 0 2hl hl

F k B r BF r
k

k F
k F k F

G C k F

ξ + ξ ξ
=

+ −
+

. 

Із рис. 2 видно, що чим менший вакуум з боку 
холодного боку мембрани, тим менший перепад 
температур на мембрані. Це приводить до того, 
що зменшується дифузія парів етанолу через 
мембрану і температура розчину меляси на ви-
ході з установки збільшується. 

Рис. 2. Статична характеристика  
за каналом Р→θрк 

2. Канал «Витрата холодної води на вході в
установку → температура розчину меляси на 
виході з установки процесу». Статична 
характеристика показує, що при збільшенні 
витрати холодоагенту на установку збільшується 
конденсація парів етанолу. У результаті 
збільшується перепад температур на мембрані.  

( ) ( )
0 0 0 21 0 22 2 0

к 0
1 п 23 2 0 1

p p p hl hl
p hl

pk pk hl

C G k G k B rFG
G
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Із графіку рис. 3 видно, що коефіцієнт 
підсилення на різних ділянках змінюється, що 
пояснюється нелінійністю математичної моделі 
процесу. Тобто збільшується розрідження з боку 
пермеату, інтенсивніше іде процес випарову-
вання етанолу, але потім настає момент, коли 
збільшення витрати холодоагенту майже не 
впливає на потік пари з розчину. Враховуючи це, 
в системі керування необхідно регулювати зміну 
розрідження в каналі пермеату і подавати холо-
доагент для конденсації необхідної кількості пари. 

Рис. 3. Статична характеристика  
за каналом Gхл0→θрк 

Для отримання перехідних характеристик 
проведена лінеаризація рівнянь динаміки 

0 0 0p p p pk pk pkG C G CΔ θ − Δθ −  

( )1 2 дкpkF r−β ξ Δθ −ξ Δθ −

( )1 1 дк
pk

pk p p p

d
k F V C

dt
Δθ

− Δθ −Δθ = ρ ;  (12) 

( ) ( )1 1 дк 1 дкpk pkk F F P rΔθ −Δθ +β ξ Δθ −Δ −

( ) д
1 1 дк хлк д д д

kd
k F V C

dt
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( )хл0 хл0 хл0 хл хл хл0 хл хлk k k kG C C G CΔ θ − Δθ −Δ Δθ +

( ) хл
2 2 дк хлк хл хл хл

kdk F V C
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Δθ

+ Δθ − Δθ = ρ ;  (14) 

( )0 0 1 1 2 дк 2 1p p pk pkG C F C G CΔ −β ξ Δθ −ξ Δθ − Δ ;

( ) 1
1 1 2 дк 2pk p

d CF C m
dt
Δ

−β ξ θ − ξ θ Δ = .   (15) 

Для опису динамічних характеристик матема-
тична модель динаміки процесу показана у ви-
гляді диференціальних рівнянь першого порядку 
в матричній формі, тобто в просторі станів (16) 
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A B ,dX X U
dt

= + (16)

у якому матриці А і В мають вигляд: 
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Отримаємо такі перехідні характеристики 
процесу: 

1. «Вакуум зі сторони холодного боку мемб-
рани → температура розчину меляси на виході  
з установки процесу». 

Рис. 4. Перехідна характеристика процесу  
за каналами Р – θpk 

Із рис. 4. видно, що характеристика має  
вигляд динамічної ланки другого порядку. Час 
динамічного процесу становить 10–14 с, що для 
процесу мембранної дистиляції вважається нор-
мальним. 

2. Канал «Витрата холодної води на вході
в установку → температура розчину меляси на 
виході з установки процесу ». 

Рис. 5. Перехідна характеристика процесу  
за каналом Gхл0 – θpk 

3. «Тиск на стороні пермеату → концентрація
етанолу в розчині сировини на виході з мемб-
ранного модуля». 

Рис. 6. Перехідна характеристика процесу  
за каналом Р – с1 

З графіків наведених вище можна побачити, 
що за каналом «тиск на стороні пермеату → кон-
центрація етанолу в розчині сировини на виході  
з мембранного модуля» час перехідного процесу 
становить 20 с. 

Розрахунок математичної моделі процесу ва-
куумної мембранної дистиляції реалізований  
у програмному середовищі MATLAB. У резуль-
таті отримано статичні і динамічні характерис-
тики процесу вакуумної мембранної дистиляції 
за можливими каналами керування. 

Створена математична модель процесу, яка 
враховує складний характер тепломасообміну  
в мембранному модулі, що пов’язане з дифузією 
молекул пари через кристалічну решітку полі-
мерної мембрани. 
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Висновки 

Одним із способів інтенсифікації тепломасо-
обміну в мембранних процесах є зміна рушійної 
сили процесу. Зміна тиску з боку холодної сто-
рони мембрани призводить до зміни потоку парів 
розчинника через мембрану. Порівнюючи ваку-
умну мембранну дистиляцію із іншими типами 
мембранної дистиляції слід відмітити можли-
вість отримання чистого розчинника без забруд-
нюючих речовин. Цей процес використали для 
виробництва біоетанолу, що є актуальним при 
виробництві пального спирту. 

Аналіз попередніх робіт показав, що процес 
вакуумної мембранної дистиляції при отриманні 
етанолу для біопалива та моделі процесу в недос-
татній мірі дослідженні. При створенні матема-
тичної моделі процесу мембранної дистиляції 
інших типів маємо більше літературних даних. 
Математичний опис статики процесу вакуумної 
мембранної дистиляції може використовуватись 
для розрахунку апарату. Виникле завдання ство-
рення математичної моделі процесу більш при-
датної для цілей керування процесом. У зв’язку  
з відсутністю математичної моделі динаміки 
процесу вакуумної мембранної дистиляції, що 
описує основні процеси, що протікають в уста-
новці і призначеної для цілей керування, задача 
пошуку оптимальних технологічних режимів 
була не розв’язана. 

Розроблена математична модель динаміки пе-
реносу маси і енергії в процесі розділення етано-
лу з використанням вакуумної мембранної пере-
гонки. Потік пари збільшується зі збільшенням 
перепаду температур на мембрані. Зі збільшен-
ням тиску з боку пермеату транспортування пари 
зменшується. Як керуючий вплив обрано тиск  
в каналі пермеату. Отримані статичні і динамічні 
характеристики процесу. 
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Ладієва Л. Р., Береза О. М. 
МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ПРОЦЕСУ ВАКУУМНОЇ МЕМБРАННОЇ ДИСТИЛЯЦІЇ  
У ВИРОБНИЦТВІ БІОЕТАНОЛУ 

У даній роботі досліджувався процес вакуумної мембранної дистиляції в процесі витягу етанолу з розчину 
меляси. Зростання виробництва біопалива (особливо безводного етанолу) стимулював пошук нових методів, 
які дозволяють витягати і концентрувати його більш ефективним і прибутковим способом; мембранна тех-
нологія є одним з них. Мембранна дистиляція , призначена для вилучення спиртів, являє собою методику з вико-
ристанням пористих мембран для поділу рідкої суміші, в якій рушійною силою процесу є градієнт парціального 
тиску на мембрані. Під час процесу летючі компоненти повинні змінити фазу, щоб пройти через мембрану. 
Основна перевага цього методу полягає в можливості безперервного видалення етанолу на стадії виробництва 
паливного спирту. Мембранна дистиляція з вакуумом , що призначена для відновлення спиртів майже не вивче-
на. Актуальною задачею є створення математичної моделі процесу. Розроблено математичну модель динамі-
ки температури і концентрації на виході з мембранного модуля. Сформульовані припущення прийняті при 
розробці математичної моделі процесу. Математична модель враховує зміну концентрації етанолу в розчину 
на виході і в парі, що дифундує через мембрану. Можливими керуючими впливами розглянуті зміна вакууму в 
каналі пермеату і витрати охолоджуючої води для конденсації парів етанолу. . Визначаються статичні та 
динамічні характеристики за каналами керування і збурення на основі створеної математичної моделі проце-
су. Досліджується вплив допущень на вид і характер динамічних властивостей. Досліджувалася система в 
просторі стану. Метод кінцевих різниць використано для розв’язку математичної моделі з використанням 
програмного інструмента Matlab. Наведені графічні результати дослідження. 

Ключові слова: біопаливо; процес вакуумної мембранної дистиляції; плоска гідрофобна мембрана; матема-
тична модель; статичні і динамічні характеристики; керування процесом. 

Ladieva L. R., Bereza O. M. 
MATHEMATICAL MODEL OF VACUUM MEMBRANE DISTILLATION PROCESS IN BIO-
ETHANOL PRODUCTION 

In this work, the process of vacuum membrane distillation in the process of extracting ethanol from molasses solu-
tion was investigated. The growth of biofuel production (especially anhydrous ethanol) stimulated the search for new 
methods that allow to extract and concentrate it in a more efficient and profitable way; membrane technology is one of 
them. Membrane distillation, intended for the extraction of alcohols, is a technique using porous membranes to sepa-
rate the liquid mixture, in which the driving force of the process is the partial pressure gradient on the membrane. Dur-
ing the process, the volatile components must change phase to pass through the membrane. The main advantage of this 
method is the possibility of continuous removal of ethanol at the stage of production of fuel alcohol. Membrane distilla-
tion with vacuum, designed to reduce alcohols is almost not studied. The urgent task is to create a mathematical model 
of the process. In this paper, a mathematical model of the dynamics of temperature and concentration at the outlet of 
the membrane module is developed. The formulated assumptions are accepted at development of mathematical model of 
process. The mathematical model takes into account the change in the concentration of ethanol in the solution at the 
outlet and in the vapor diffusing through the membrane. Possible control effects are considered to be the change of 
vacuum in the permeate channel and the flow of cooling water for condensation of ethanol vapors. . Static and dynamic 
characteristics of the control and perturbation channels are determined on the basis of the created mathematical model 
of the process. The influence of assumptions on the type and nature of dynamic properties is investigated. The system 
was studied in the state space. The finite difference method is used to solve the mathematical model using the Matlab 
software tool. The graphic results of the research are given. 

Keywords: biofuel; vacuum membrane distillation process; flat hydrophobic membrane; mathematical model; static 
and dynamic characteristics; process control. 
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