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Описано применение компьютерной системы для исследования распределения значений 
числовых последовательностей, а также программа дальнейших экспериментов и про­
ект развития системы

Постановка задачи
Задача исследования распределения 

значений числовых последовательностей 
является актуальной как в теоретических, 
так и в прикладных исследованиях [1,2].

Первым из авторов разработан метод 
оценки плотностей распределения неко­
торых числовых последовательностей, а 
также, на основе этого метода, система 
программирования для исследования рас­
пределения числовых последовательно­
стей и их плотностей [3,4]. Метод и сис­
тема программирования были им приме­
нены для экспериментального исследова­
ния распределения значений числовых 
последовательностей, а также для иссле­
дования существующих и гипотетических 
функций плотности распределения после­
довательностей в ряде теоретических и 
прикладных задач [3,4], в частности, для 
арифметического моделирования случай­
ных процессов.

В работе приведены исследуемая за­
дача, метод её исследования, структура 
ранее разработанной компьютерной сис­
темы, результаты применения системы 
для исследования распределения значе­
ний сумм Клостермана, программа даль­
нейших экспериментов и направления 
развития разработанной компьютерной 
системы.

Суммы Клостермана и про­
блема оценки их плотностей рас­
пределения

Напомним, по рекомендации 
рецензента, понятие накрытия. Проведем 
это на примере, входящем в курс теории 
функций комплексного переменного 
некоторых технических университетов.

Функция корень и-ой степени W=yfz из 
комплексного числа z определяет п- 
листное накрытие комплексной 
плоскости, которое является п-листной 
римановой поверхностью. Суммы 
Клостермана связаны с расширениями и 
накрытиями Артина-Шрайера над 
конечными полями. Такая терминология 
на русском языке была введена впервые, 
по видимому, в классической книге [5]. 

Рассмотрим

y p - y - c x  + d / x ,  (1)

c ,d  &Z,c , d  не сравнимы с 0 (mod р), 
накрытие Артина-Шрайера над полем 
F (г > 1) -  конечным расширением поля

р

Fр . Пусть

f ( t )  = t n +altn l +... + an_1t + an, (2) 

многочлен из F  ТЛ с а„ ф  0 в F„.
р * ~  п  "

В некотором конечном расширении 
к поля Fp имеет место разложение

f i t )  = ( / -  а\

Положим
/(У°) = С(СС] + ... + ОСп ) + £1?(1/ + ... + 1/ССп ) ,
где а х , . . . ,ап -  корни (2).

Для многочленов вида (2) имеет 
место

1(Ш = КЛ) + КІ2)- (3)

Пусть TrFp, -> Fp:
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Для заданного многочлена вида (2) 
определим характер

х , і Л  = е2*т , р ,

где V -  одно из чисел множества 0,1,2,...,
р - 1 , х ( а )  ~  0 если в F p ■

Легко проверить, что
x (ff2) = x (fM f2)-

Для накрытия вида (1) над F L —
Р

функцию определяют равенств

L ( z , Z )  =  П П
т =1 p ( t )

_____ 1______
(1 -  z(p(.0)zm)

(4)

где внутреннее произведение
распространяется на все неприводимые в 
F , [t] многочлены со старшим коэф­

фициентом 1, v > 1. При v  = 0 функция 
= p yz)~l .

Положим

Tr(v;c,d) е р

v  = 0,1,2,..., р  - 1 ,  В пробегает элементы 
мульти-пликативной группы поля F ,

Р
d

СХ +  -

Т (c,d) = ’’ (сумма Клостермана).
х~Л

Замечание 1. T^(v;c,d)  =  Tp ( c , d )

при v  = 1,2,..., р  — 1.
Теорема 2. Произведение (4) 

сходится при \z\<M р г . Функция (4)
является многочленом второй степени и 
имеет вид

L ( z , X v) = l +  Tr ( v , c , d ) z  + p rz 2 . (5)

Доказательство (следуем А.Г. 
Постникову, который рассмотрел случай 
рациональных тригонометрических сумм 
с простым знаменателем [5]).

Лемма 3.
2 * 3 2 0, v^O;

P r , v = 0 .

Лемма 4. В условиях теоремы 
произведение в правой части (4) сходится 
и имеет место

п п
m  “ 1 p ( t )

______1______
(1 - *(р(0)2") 1 + Z  (Z  Х(яО)))г"

m = 1

где внутренняя сумма распространяется 
на все многочлены из F г ГЛ степени m сор
старшим коэффициентом 1.

Доказательство следует из теоремы 
об однозначности разложения на 
неприводимые множители в кольце

Нетрудно видеть, что
2 nivTL±£A±d-LD-

Z  х(я(*)) = Z  е Р
deg q ( x )  =  1 f

где В пробегает мультипликативную 
группу поля F г .

РГ
Лемма 5. Функция (4) является 

многочленом второй степени вида (5), 
v = 1,2,..., р - \ .

Теорема 6. Корни произведения (7) 
имеют абсолютную величину, равную 
l / J p  .

Доказательство. Разложим Ьр в 
поле комплексных чисел С:

Lp =( \ -co xz ) ( l -o)2z).

Тогда аналогично [5] доказывается, 

что если Wp(z) = п (1 -  cot z) > то
Г-1

2 ( р - 1 )

w p,(z) = П o - < z)-
г =1

Обозначим через # T ( F ,)  число

решений уравнения Tr(cВ + d / В) = 0
относительно В в поле F  ,. Имеет место

’  р

равенство

т = I
\p*T(Ff.)~ р г - 1

Для его доказательства достаточно 
сравнить в тождестве

где В пробегает элементы поля F г
Р

2 ( р ~ \ )  Р ~  1

П  (!-< *) = Г К
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коэффициенты при z  в первой степени и 
показать, что

Е ® ;

=
Р - 1 +

X X е
г  1 V =  1 f

р  1 2 п і Tr ( c f  -  d  /  4 )

Е Е « '  -  P '  -  l
и = 0

=  | p #  Т  ( F p , ) ~  p '  -  \ \

£ пробегает FрГ. Из леммы 8 [5] следует, 

что # X ( F pr) = p #T ( Fpr). Теперь разлагая 

In Wpr (z) в ряд Тэйлора, получаем

In W r(z)Р
2 ( р - \ )

- S  >” Тг — 1 1
1__
corz

S 1 f  2 ( P - D  Л

x <ml  r - i  ;

Однако

s X  —  /)# г  ( F  ) -
„ . і  т 1 "

5 2 ( р  -  1 ) Х  ----Т ” '

Следовательно, ряд
In W г (z ) сходится при |z| < 1 / yfp

Применяя теорему о круге сходимости 
степенного ряда к In WрГ (z) и учитывая,

2 ( р - 1 )

что |шг| = р р~' > получаем
г ~ 1

\б>т\=УІР

т = 1,2,.. .,2 (^-1)

Следствие 7.
Тр (с, J )  = 2^[p cos #(с, й?) .

Результаты компьютерных 
исследований

В [3] изложены (см. также раздел 3 
ниже) результаты вычисления углов В

сумм Клостермана на интервале [0,тг\ в 
следующих двух случаях:

А) доказанный Кацем [6] и 
Адольфсоном [7] случай распределения 
углов сумм Клостермана

Tp(c,d) = £  е
х~Л

когда с, d, cd не делится на р, независимо 
пробегают Fp, а р  стремится к 
бесконечности;

Б) проверка гипотезы для суммы

х = \

c=d= 1, на выборке из 1600
последовательных простых, когда сумма 
фиксирована (фиксированы параметры с 
и d).

В [3], а также ниже, проведено 
сопоставление доказанного случая А) с 
результатами вычислений случая Б).

Методика вычислений и их 
обработка.

В процессе счета для каждого 
простого р  вычислялись значения Т  ,

COS в  , 6  . Приведем таблицу примеров
больших и малых по модулю значений 
cos вр сумм Клостермана Тр для 
различных простых р .

Таблица 1. Абсолютные значения cos вр (c,d)

Большие значения Малые значения
P cos 0 P P cos Op
2 0,35355 2 0,35355
1 0,38721 41 0,31430

29 0,47823 97 0,10634
103 0,52564 383 0,08503

1549 0,66391 487 0,05637
3041 0,75232 709 0,04543
5059 0,78164 1613 0,03436
7537 0,85773 2161 0,02577
10181 0,95269 3719 0,01499
13171 0,96537 10889 0,00492

Интервал [0, тс] разбиваем на 20 по-

i= 1,2__20, і -  номер интервала
Ul., V ( Ut ) -  количество углов 0 j ,
(где у. 1 < j  < п, есть номер последова­
тельного простого) попавших в интервал 
Ui} h{ U \) - гипотетическое количество
углов 0 j , содержащихся в интервале £/,.
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для данной выборки при sin21 распреде- 
2лении, Pt = — [sin2 td t , h{Ui) = \nptII, 
n J

где ||a|| ближайшее целое к a  , n -  число
элементов в выборке.

Случай А. Вычисления и теория 
показывают, что распределения значений 
углов 0 (c,d) сумм

К )р - 1 2  «л-------- ^

Т (с, d) = ^  е " , п0 интервалам

Ut =[ 20
г =1,2,...20, при

c=const, \< d < p - \  одинаково при различ­
ных 1<с<р-1. Ввиду этого далее приво­
дятся экспериментальные данные распре­
деления углов сумм Тр (c,d) при
c=const,l < d < p -1.

Например, для р=1597, с=890,
\< d < p - \  результаты вычислений сумми­
руются в таблицу 2, обозначения в кото­
рой выше описаны.
Таблица 2. Распределение улов 0p(c,d),
р=1597, с=890, l<d<p-l .

і v m h(U,) І H U і) A(U,)
1 0 1 11 154 158
2 6 9 12 158 151
3 29 24 13 141 136
4 51 44 14 109 116
5 65 67 15 99 92
6 90 92 16 70 67
7 111 1 1 6 17 44 44
8 134 136 18 18 24
9 154 151 19 7 9
10 153 158 20 3 1
Всего 793 803

Подсчитаем теперь по %2 - крите­
рию Пирсона вероятность отвергнуть ги- 

• 2потезу о sin t распределении, используя 
данные таблицы. Так как в каждый ин­
тервал должно попадать не менее 10 зна­
чений, объединяем интервалы U\, U% и Uз 
и интервалы U\ 9  и U2о-

Утверждение 8. В случае А для 
таблицы 2.2 с 16 степенями свободы 
X і =7,52.

Случай Б. Результаты вычислений 
на выборке из 1600 последовательных

простых от 2 до 13499 приведены в таб­
лице 3.
Таблица 3. Распределение углов для 1600 по­
следовательных простых от 2 до 13499

І v(U t) h(U,■) І Н И ) h(U,)
1 0 1 11 164 159
2 7 9 12 141 151
3 25 24 13 150 136
4 41 44 14 128 116
5 66 68 15 106 92
6 98 92 15 67 68
7 99 116 17 40 44
8 132 136 18 25 24
9 152 151 19 2 9
10 156 159 20 1 1
В сего 776 824

Обработка результатов вычислений 
по X 2 критерию Пирсона аналогична 
случаю А). Так как в каждый интервал 
должно попадать не менее 10 значений, 
объединяем интервалы U\, Uj и (Уз и ин­
тервалы (Уі8, (У19 и  (Уго-

Утверждение 9. В случае Б) с 15 
степенями свободы

= 10,1806.

Сопоставление вычисленного зна­
чения X і с таблицами для %2 - распреде­
ления дает для случая Б): С 5% процент­
ным уровнем значимости по %2 крите­
рию Пирсона гипотеза о равнораспреде­
ленности углов вр на интервале [0,;г] с

функцией плотности — sin2( верна.
п

Какие еще задачи необходимо ис­
следовать? Во первых, продолжить вы­
числения значений сумм Клостермана (Б) 
для последующих простых с целью полу­
чения дополнительных результатов о рас­
пределении значений углов сумм Кло­
стермана и их гипотетической плотности 
распределения.

Во -  вторых, провести дополни­
тельные вычисления на слоях при фикси­
рованных с или d  и исследования распре­
деления значений углов сумм Клостерма­
на в случае (А) в конкретном слое, что 
требуется в некоторых прикладных зада­
чах. И, в -  третьих, для решения этих за­
дач необходимо развить пакет ТЧАИ, ин­
тегрировать реализованные в нем методы,
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и сам пакет, с новыми компьютерными 
системами.

Компьютерные средства ис­
следования распределения число­
вых последовательностей

Описанные в предыдущем разделе 
вычисления были проведены первым из 
авторов с применением им же разрабо­
танной компьютерной системы (КС) 
ТЧАИ и различных модификаций этой 
КС [3]. Состав адаптированной к иссле­
дованию распределения числовых после­
довательностей КС ТЧАИ следующий:

а) подсистема порождения (вычис­
ления) числовых последовательностей;

б) база данных, содержащая массив 
простых чисел, вычисленные числовые 
последовательности а также средства об­
новления и модификации;

в) подсистема статистической обра­
ботки результатов вычислений.

Приведем здесь некоторые возмож­
ности и характеристики пакета MATLAB, 
ориентируясь, в основном, на Matlab 7 
[8], которые целесообразно интегрировать 
с КС ТЧАИ.

MATLAB обладает хорошо развиты­
ми возможностями визуализации двумер­
ных и трехмерных данных. Высокоуров­
невые графические функции призваны 
сократить усилия пользователя до мини­
мума, обеспечивая, тем не менее, получе­
ние качественных результатов. Интерак­
тивная среда для построения графиков 
позволяет обойтись без графических 
функций для визуализации данных. Кро­
ме того, она служит и для оформления 
результата желаемым образом: размеще­
ния поясняющих надписей, задания цвета 
и стиля линий и поверхностей, словом, 
для получения изображения, пригодного 
для включения в отчет или статью. Пол­
ный доступ к изменению свойств отобра­
жаемых графиков дают низкоуровневые 
функции, применение которых подразу­
мевает понимание принципов компью­
терной графики и владение приемами 
программирования.

В MATLAB реализованы классиче­
ские численные алгоритмы решения 
уравнений, задач линейной алгебры, на­
хождения значений определенных инте­

гралов, аппроксимации, решения систем 
или отдельных дифференциальных урав­
нений. Для применения базовых вычис­
лительных возможностей достаточно зна­
ния основных численных методов в рам­
ках программы технических вузов. Реше­
ние специальных задач, разумеется, не­
возможно без соответствующей теорети­
ческой подготовки.

Простой встроенный язык програм­
мирования позволяет легко создавать 
собственные алгоритмы. Простота языка 
программирования компенсируется ог­
ромным множеством функций MATLAB и 
Toolbox. Данное сочетание позволяет дос­
таточно быстро разрабатывать эффектив­
ные программы, направленные на реше­
ние практически важных задач. MATLAB 
прекрасно интегрируется со многими 
приложениями и средами программиро­
вания. Связь MATLAB и MS Word обеспе­
чивает возможность написания в редакто­
ре MS Word интерактивных документов, 
так называемых М-книг, основанных на 
специальном шаблоне. Пользователь, ра­
ботающий с М-книгой, может запускать 
блоки команд MATLAB непосредственно 
из документа M S Word, причем результат 
выполнения команд отображается в М- 
книге. Данное средство прекрасно подхо­
дит для создания электронных отчетов и 
учебных пособий. Надстройка MS Excel 
Link, поставляемая вместе с MATLAB, су­
щественно расширяет возможности MS 
Excel, обеспечивая доступ пользователя к 
функциям MATLAB и Toolbox. Подготовка 
данных осуществляется непосредственно 
в электронных таблицах, а обращение к 
функциям производится либо из ячеек 
рабочего листа, либо в модуле, написан­
ном на Visual Basic (VBA). MATLAB 
Builder fo r  MS Excel позволяет реализовы­
вать алгоритмы MATLAB в виде COM- 
объектов и использовать их в приложени­
ях на VBA. Информация, хранящаяся в 
базах данных многих популярных форма­
тов, может быть импортирована в 
MATLAB, нужным образом обработана и 
исследована при помощи функций 
MATLAB, а затем экспортирована в ка­
кую-либо другую базу данных. Для обме­
на данными используются команды языка
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запросов SQL. Поддерживается, в частно­
сти, связь с Microsoft Access, Microsoft 
SQL Server, Oracle. Имеется приложение с 
графическим интерфейсом, которое об­
легчает работу пользователей, не знако­
мых с языком запросов SQL.

Символические вычисления в 
MATLAB основаны на библиотеке, яв­
ляющейся ядром пакета Maple. Решение 
уравнений и систем, интегрирование и 
дифференцирование, вычисление преде­
лов, разложение в ряд и суммирование 
рядов, поиск решения дифференциальных 
уравнений и систем, упрощение выраже­
ний -  вот далеко не полный перечень 
возможностей MATLAB для проведения 
аналитических выкладок и расчетов. Под­
держиваются вычисления с произвольной 
точностью. Пользователи, имеющие опыт 
работы в Maple, могут напрямую обра­
щаться ко всем функциям данного пакета 
(кроме графических) и вызывать проце­
дуры, написанные на встроенном языке 
Maple. Программный интерфейс прило­
жения (API) реализует связь среды 
МА TLAB с программами, написанными на 
С, Fortran или Java. Библиотека про­
граммного интерфейса позволяет вызы­
вать имеющиеся модули на С, Fortran или 
Java из среды или программ MATLAB, об­
ращаться к функциям MATLAB из про­
грамм на С или Fortran, осуществлять 
обмен данными между приложениями 
MATLAB и другими программами. Сред­
ства MATLAB Builder fo r  СОМ  предназна­
чены для преобразования программ 
MATLAB в СОМ-объекты, доступные в 
других приложениях.

Для разработки интернет- 
приложений MATLAB создан MATLAB 
Web Server, причем процесс создания 
приложения достаточно прост -  кроме 
умения программировать в MATLAB тре­
буется только знание основ HTML.

Однако вычисления исследуемых 
числовых последовательностей эффек­
тивнее проводить на ТЧАИ. В настоящее 
время авторы работают над интеграцией 
ТЧАИ и отмеченных выше возможностей 
MATLAB.
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Выводы
Описаны методы исследования рас­

пределения значений числовых последо­
вательностей. Методы применены для 
экспериментального исследования рас­
пределения значений числовых последо­
вательностей, а также для исследования 
существующих и гипотетических функ­
ций плотности распределения последова­
тельностей в ряде теоретических и при­
кладных задач

На основе проведенных вычислений 
описываются программа дальнейших экс­
периментов и направления развития 
компьютерной системы поддержки таких 
вычислений.
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