
Проблеми ішЬопматизаиії та управління. 1(23) ’2008 

УДК 519.24

255

Піговський Ю. Р.

А ДА П Т И ВН А  М А ТЕМ А ТИ Ч Н А  М О ДЕЛ Ь Н Е Ч ІТ К И Х  П РО Ц ЕС ІВ  
В СИ СТЕМ АХ М О Н О -ІЄ РУ С А Л И М С Ь К О ГО

Тернопільський національний економічний університет
Описано адаптивну нечітку математичну модель, яка дозволяє враховувати невизначе­
ність в перебігу технологічних процесів, що описуються системами Моно- 
Ієрусалимського. Розроблена нечітка модель базується на агрегаті точкових термоке- 
рованих систем Моно-Ієрусалимського. Вона дозволяє будувати прогноз динаміки змін­
них стану процесу у  вигляді нечітких оцінок під дією довільних температурних управлінь, 
а також адаптивно уточнює побудовані оцінки у  міру нагромадження експерименталь­
них спостережень

Вступ
Розвиток біотехнологій відновлення 

енергетичних та природніх ресурсів, хар­
чової і фармацевтичної промисловостей 
пов’язаний з дослідженнями періодичних 
процесів культивації систем мікрооргані­
змів. їх динаміка описується сімейством 
термокерованих моделей зі структурою 
Моно-Ієрусалимського [1-5]:
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де X(t) -  концентрація мікроорганізмів, 
S(t) -  концентрація поживного субстра­
ту» P b s  (0 > Р в и ( 0  -  концентрації моно­
тонних та немонотонних побічних проду­
ктів процесу [6], H G[S(t),P(t)] -  переда­
вальна функція зворотнього зв’язку, що 
описує залежність швидкості росту мік­
роорганізмів від інтенсивності основного 
виходу P(t), Н \а ,К ]  - функції Арреніу-
са, що описують залежність модельних 
параметрів від температури:

Я і.[а,Я] = ехр(Сг.+ £ Д - “ } (3)

де С, -  середнє значення енергії молекул 
середовища, Et — енергія активації, К -

температура в градусах Кельвіна, а  -  
константа.

На даний час побудовано сімейство 
моделей на базі структури (1), (2) при різ­
них формах передавальної функції 
H G[S(t),P(t)]. Зокрема можна відзначити 
моделі Торо [1], Хіншельвуда [2], Ієруса- 
лимського [3], Бергтера [4] та модифіко­
вану модель Хіншельвуда [5].

Для прогнозування динаміки проце­
сів з використанням моделей сімейства 
(1), (2) на основі передавальної функції 
зворотнього зв’язку H G[S(t),P(t)] необ­
хідно провести їх параметричну ідентифі­
кацію. Оскільки в більшості промислових 
виробництв спостереження за ходом про­
цесу ведуться лише через вимірювання 
концентрації субстрату S(t), а концент­
рація мікроорганізмів X(t) та інтенсив­
ність основного виходу P(t) є неспосте- 
режуваними змінними стану [6, 7], то іде­
нтифікацію системи необхідно проводити 
лише за спостережуваними траєкторіями 
концентрації субстрату S(t), які носять 
монотонно спадний характер.

Параметрична ідентифікація частко­
во спостережуваної системи -  це складна 
задача, розв’язання якої дозволяє викори­
стовувати моделі Моно в промислових 
умовах. Для її розв’язання на першому 
етапі розроблено метод ідентифікації ав­
тономного аналогу системи (1), (2), що 
описує поведінку системи в ізотермічних 
умовах. Одержані результати служать хо­
рошим початковим наближенням для ме­
тоду ідентифікації керованої системи. Ро­
зроблені методи параметричної ідентифі-
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каци включають спеціальну процедуру 
початкового оцінювання модельних па­
раметрів автономної системи, метод дзер­
кального відображення від’ємних значень 
коефіцієнтів для врахування їх природніх 
обмежень, спеціальну функцію мети, а 
також схеми розбиття загальної задачі 
ідентифікації на послідовність підзадач з 
меншою розмірністю, що докладно опи­
сано в [8, 9].

Дослідження ефективності методів 
параметричної ідентифікації показали, що 
всі перелічені моделі сімейства (1), (2) на 
основі передавальної функції зворотнього 
зв’язку H G[S(t),P(t)~] забезпечують прак­
тично однакову точність. Тому за крите­
рієм простоти представлення для подаль­
ших досліджень слід рекомендувати мо­
дель на основі передавальної функції То­
ро:

<4)

Ідентифікована термокерована сис­
тема Моно-І єрусалимського дозволяє 
прогнозувати динаміку технологічних 
процесів. Проте перебіг процесів в про­
мислових умовах характеризується суттє­
вою невизначеністю.

Врахування невизначеності 
процесів в системах Моно- 
Ієрусалимського

Розглянемо вплив невизначеності на 
перебіг процесів в системах Моно- 
Ієрусалимського. На рис. 1 показано гра­
фіки траєкторій змінної стану S(t) для 
ряду процесів, що відбувалися при одна­
кових значеннях контрольованих параме­
трів. Видно суттєве розходження значень 
змінної S(t) до 49.09% по відношенню до 
початкового значення =110. Подібні 
спостереження невизначеності процесів 
наведено в [6, 7].

1 0 —  ---------------------—  ‘-----------------  ------------------------- ------------------------1 ■
0 24  48  72 96 120 144 168 192

t, години

Рис. 1. Характер невизначеності процесу
Для врахування невизначеності 

змінних стану процесу побудовано нечіт­
ку модель, яка базується на агрегаті точ­
кових термокерованих систем Моно- 
Ієрусалимського (1), (2). Агрегат будуєть­
ся шляхом параметричної ідентифікації 
термокерованих систем Моно- 
Ієрусалимського по точкових траєкторіях 
змінної стану S(t) всіх раніше спостере­
жуваних технологічних процесів за допо­
могою розробленої в [8, 9] процедури па­
раметричної ідентифікації. На основі аг­
регату виділяється середня траєкторія те­
хнологічного процесу S(t) та її верхня 
S +(t) і нижня S~ (і) межі. Таким чином 

утворюється початковий інтервал
[S-(t),S+(t) ]:

S +(t) = S(t) + AS0(t), (5)

S -(0  = S (0 -A S °(0 , (6)

в межі якого потрапляють траєкторії 
змінної стану S(t) всіх раніше спостере­
жуваних технологічних процесів. При 
прогнозуванні динаміки нового техноло­
гічного процесу робиться припущення, 
що траєкторія його змінної стану S(t) 
лежить в межах побудованого інтервалу, 
причому прогнозне значення S(t) в ко­
жен момент часу описується нечіткою 
множиною. Для обрання форми функції 
належності цієї нечіткої множини про­
аналізуємо вибірку експериментальних 
спостережень динаміки технологічних 
процесів. Ця вибірка складається з ЗО тра­
єкторій змінної стану S(t) різних проце­
сів при однакових значеннях контрольо-

V
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ваних параметрів. Як видно з рис. 1 трає­
кторії вибірки характеризуються поміт­
ним згущенням у центрі. Коли розбити 
початковий інтервал [5“(ґ),5+(0] на 7 
рівних підінтервалів і порахувати кіль­
кість траєкторій, що проходять у їх ме­
жах, то одержимо гістограму, зображену 
на рис. 2 .

t, ГОДИНИ

Рис. 2. Гістограми кількості попадань траєк­
торій вибірки в підінтервали

Гістограми на рис. 2 мають вираже­
ні піки, тобто в кожному випадку кіль­
кість попадань в той чи інший інтервал 
домінує над рештою. Таку поведінку про­
цесу можна адекватно описати гаусівсь- 
кою або трикутною функцією належності. 
Зважаючи на обмеженість експеримента­
льних спостережень обрано трикутну фу­
нкцію належності, із найвищим значен­
ням в середній точці на середній траєкто­
рії (7), та мінімальними ненульовими зна­
ченнями на межах інтервалу (8 ):

М5(0] = 1, (7)
M[S~(t)] = v[S4t)] = V N lraj. (8 )

Тут Ntraj -  загальна кількість точко­
вих траєкторій вибірки. Ілюстрацію побу­
дови функції належності наведено на 
рис. З для моменту часу 48 годин. Таким 
чином одержуємо часовий ряд нечітких 
множин концентрації субстрату S ( t )
протягом часу процесу, що схематично 
показано на рис. 4 для моментів 48, 96 та 
144 годин. Надалі часовий ряд нечітких 
множин будемо називати нечіткою траєк­
торією S(t).

Рис. 3. Побудова функції належності нечіткої 
множини S(t) при t = 48

В момент часу 48 годин нижня межа 
трикутної функції належності дорівнює 
1S4 , середня точка дорівнює S2 , а верхня 
межа -  S\. В час 96 годин верхня межа 
трикутної функції належності опускається 
нижче за середню попередньої функції 
належності до S3 , середня точка дорівнює 
нижній межі попередньої функції належ­
ності 1S4 , а нижня межа цієї функції дорів­
нює нульовому значенню інтенсивності 
S(t) . В час 144 годин верхня межа трику­
тної функції належності S$ практично збі­
гається з нижньою межею S4 для функції 
належності в час 48 годин, середня точка 
дорівнює 5б, а нижня -  нульовому зна­
ченню. Показник So означає інтенсивність 
виходу S(t) в початковий момент часу 
/  =  0 .

Побудована нечітка модель дозволяє 
прогнозувати динаміку змінних стану 
процесу X(t) ,  S(t), P(t), PBS(t) та PBU(t)
під дією довільних температурних управ­
лінь. Однак прогнозні оцінки цієї нечіткої 
моделі занадто розмиті (неточні), що мо­
же викликати труднощі при спробі його 
практичного використання для задач 
управління процесом. Тому для адаптив­
ного уточнення прогнозу в міру нагрома­
дження спостережень динаміки процесу 
розроблено спеціальний підхід.
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Рис. 4. Нечітка траєкторія субстрату S(t) в 
періодичному реакторі

Уточнення модельних оцінок відбу­
вається зі звуженням меж нечіткої траєк­
торії. В рамках описаного підходу таке 
звуження можна здійснювати шляхом ві­
дкидання частини точкових траєкторій з 
агрегату на основі яких формується моде­
льна оцінка. Побудову нечіткої адаптив­
ної моделі здійснено на основі наступних 
принципів:

-  існує неусувний рівень невизна­
ченості процесу на початковій його стадії, 
що характеризується інтервалом 
[S -  A S ', S  + AS1 ] в споживанні субстрату, 
який можна встановити експерименталь­
но;

-  нехай через цей інтервал прохо­
дить М  траєкторій. Вони визначають мі­
німальну потужність прогнозного агрега­
ту. Вона може зменшуватись лише у ви­
падку, якщо прогнозоване кінцеве зна­
чення деяких траєкторій агрегату більші 
ніж поточне значення, оскільки такий 
прогноз суперечив би природі процесу, 
яка характеризується монотонно спадним 
рівнем S(t) .

-  якщо поточне значення лежить 
вище (нижче) від середнього, так, що між 
ними є одна або декілька спостережува­
них раніше траєкторій, то від агрегату то­
чкових траєкторій відкидаємо необхідну 
кількість найвіддаленіших траєкторій 
згори (знизу). При цьому між новим сере­
днім агрегату та поточним значенням не

повинно міститись спостережуваних зна­
чень;

-  існує початковий період [0,fstoWJ , 
протягом якого нагромаджується перед­
історія процесу. При t > tsmhk динаміка
спостережуваного процесу дозволяє зме­
ншити невизначеність його прогнозу: як­
що між поточним значенням та середнім 
немає спостережуваних, то в агрегаті за­
лишаємо М  або більше точкових траєкто­
рій, так, щоб центральне розташування 
поточного значення зберігалося;

-  коли спостережувані значення 
виходять за межі множини модельованих, 
то будується додаткова оцінка на період 
цього виходу; ця оцінка формується на 
основі множини ближніх екстремальних 
точок модельних траєкторій. Одне із від­
хилень оцінюваної траєкторії будуються 
лише по множині дальніх екстремальних 
точок для М  модельних траєкторій без 
врахування часу стабілізації процесу; ін­
ше відхилення будується на основі симет­
ричного відображення отриманого відхи­
лення відносно оціненого значення траєк­
торії;

-  при поверненні траєкторії в мно­
жину модельованих додаткова оцінка за­
мінюється на оцінку в останньому дис- 
креті, що передував виходу і оновлюється 
згідно описаних правил.

Результати чисельних експе­
рим ентів  із адаптивною нечіткою 
моделлю

Для проведення експериментів ви­
користовуються спостереження за реаль­
ним технологічним процесом броварної 
промисловості, які включають ЗО його 
реалізацій при різних температурних ре­
жимах. Ця сукупність була розбита на на­
вчальну і контрольну вибірки по 22 та 8 
реалізацій, відповідно. На основі іденти­
фікації траєкторій реалізацій навчальної 
вибірки побудовано агрегат точкових мо­
делей, який використовується для прогно­
зування траєкторій контрольної вибірки 
при різних температурних режимах. В хо­
ді процесу прогноз уточнюється по мірі 
надходження нових експериментальних 
спостережень виходу S(t), тоді як траєк-
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торія виходу Х(І) не спостережувана в 
промислових умовах.

В ході чисельних експериментів 
оцінено неусувну невизначеність техно­
логічного процесу, якій відповідає інтер­
вал S(t) є [45,89] при температурі 12 °С та
початковому рівню субстрату S0 = 90 на 
початковій стадії технологічного процесу 
при t є [0,24] години. На основі цього ін­
тервалу для даного обсягу навчальної ви­
бірки встановлено мінімальну кількість 
точкових моделей М  —10, яка використо­
вується при прогнозуванні конкретної 
траєкторії. При застосуванні меншого 
значення М  переважна більшість траєкто­
рій контрольної вибірки виходить за межі 
прогнозного коридору вже на перших 
кроках прогнозування.

На рис. 5 наведено типовий приклад 
прогнозу за агрегатом точкових моделей у 
випадку близького розташування експе­
риментальних даних відносно середніх 
значень агрегату, зірочками позначено 
динаміку концентрації субстрату в ході 
процесу, пунктирними лініями побудова­
но коридор з використанням повної на­
вчальної вибірки 0 О, суцільними лініями
показано, як адаптивна нечітка модель 
підвищує точність прогнозування. 
З рисунку видно, що очікувані значення 
(середні криві) при використанні та без 
використання алгоритму доволі близькі 
до справжньої траєкторії, проте алгоритм 
повертає краще наближення очікуваного 
значення. Верхня та нижня межі нечітко­
го прогнозування суттєво звужуються ал­
горитмом в проміжку з 48 по 144 години.

В табл. 1 наведено оцінки відносних 
обсягів інтервалів невизначеності прогно­
зування з використанням агрегованого 
прогнозу по повній навчальній вибірці 
(стрічка „Агрегований” напроти поля 
„Тип прогнозу”) та з використанням по­

будованої адаптивної нечіткої моделі 
(стрічка „Адаптивний”). В табл. 2 обчис­
лено відносне звуження інтервалів неви­
значеності за рахунок адаптивних власти­
востей прогнозу нечіткої моделі.

Рис. 5. Прогнозування типової реалізації 
технологічного процесу

Розглянемо детальніше одержані резуль­
тати. Для першої реалізації, яку наведено 
на рис. 5 на початку процесу при t=24 ко­
ридор несуттєво звужується на 7% (див. 
перший експеримент в табл. 2). Суттєвіше 
звуження відбувається в період 
t є [48;96], де коридор невизначеності 
зменшується спочатку на 30% при t=48, а 
до моменту t=96 коридор звужується 
майже вдвічі: 19.5% проти 37.8% (див. 
стовпчик t=96 для першого експерименту 
в табл. 1 та 2). В період t є[96;144] адати- 
вний прогноз дає суттєве звуження інтер­
валу невизначеності відносно агрегатного 
від 4 разів в час t = 120 і остаточно дохо­
дить до тридцятикратного звуження при 
t = 144. Шоста та сьома реалізації конт­
рольної вибірки характеризуються дина­
мікою аналогічною до першої реалізації 
(табл. 1,2).
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Таблиця 1. В ід н о с н і  о б с я г и  п р о г н о з н и х  ін т ер в а л ів

№
експерименту Тип прогнозу

Часовий інтервал від початку експерименту 
(години)

t=24 t=48 t=72 t=96 t=120 t=144
1 Аїрегований 35.1 % 51.6% 51.8% 37.8 % 32.0 % 30.2 %

Адаптивний 32.7 % 39.7 % 35.0 % 19.5 % 7.3 % 1.0%

2 Агрєгований 39.0 % 55.7 % 52.9 % 42.6 % 37.9 % 36.2 %
Адаптивний 17.5% 55.7 % 29.7 % 19.3 % 17.5 % 15.5%

3 Агрєгований 36.2 % 52.6 % 51.8% 33.3 % 23.6 % 18.5%
Адаптивний 26.5 % 37.7 % 42.4 % 31.3% 10.9% 7.9 %

4 Агрєгований 47.3 % 66.4 % 51.5 % 35.7 % 25.5 % 20.8 %
Адаптивний 8.6 % 24.6 % 34.9 % 35.2 % 25.5 % 4.1 %

5 Агрєгований 39.5 % 56.1 % 52.7 % 42.3 % 37.7 % 36.0 %
Адаптивний 17.7 % 56.1 % 38.1 % 14.1 % 5.1 % 0.1 %

6 Аїрегований 39.5 % 56.0 % 49.2 % 30.7 % 22.9 % 18.2%
Адаптивний 39.5 % 48.5 % 40.9 % 12.7 % 4.8 % 1.1%

7 Агрєгований 40.4 % 56.8 % 48.8 % 32.0 % 23.5 % 19.9%
Адаптивний 40.4 % 56.8 % 17.6 % 15.4% 8.8 % 4.8 %

8 Агрєгований 39.9 % 56.4 % 48.9 % 30.3 % 22.8 % 17.6%
Адаптивний 39.9 % 31.4% 41.6% 43.6 % 22.4 % 17.5 %

Таблиця 2. В ід н о с н е  з в у ж е н н я  п р о г н о з н о г о  ін т е р в а л у  а д а п т и в н о ю  

м о д е л л ю

№
Ч а с о в и й  ін т ер в а л  в ід  п о ч а т к у  е к с п е р и м е н т у  (г о д и н и )

t= 2 4 t= 4 8 1= 72 t= 9 6 t = l  2 0 t= 1 4 4
1 1 .0 7 1 .3 0 1 .4 8 1 .9 4 4 .3 8 3 0 .2 0

2 2 .2 3 1 .0 0 1 .7 8 2 .2 1 2 .1 7 2 .3 4

3 1 .3 7 1 .4 0 1 .2 2 1 .0 6 2 .1 7 2 .3 4

4 5 .5 0 2 .7 0 1 .4 8 1 .01 1 .0 0 5 .0 7

5 2 .2 3 1 .0 0 1 .3 8 3 .0 0 7 .3 9 3 6 0 .0 0

6 1 .0 0 1 .15 1 .2 0 2 .4 2 4 .7 7 1 6 .5 5

7 1 .0 0 1 .0 0 2 .7 7 2 .0 8 2 .6 7 4 .1 5

8 1 .0 0 1 .8 0 1 .1 8 0 .6 9 1 .0 2 1 .01

max 5 .5 0 2 .7 0 2 .7 7 3 .0 0 7 .3 9 3 6 0 .0 0

min 1 .0 0 1 .0 0 1 . 18 0 .6 9 1 .0 0 1.01

Динаміка третьої реалізації в конт­
рольній вибірці характеризується зміщен­
ням спостережень вниз відносно середніх 
значень агрегату, що дозволило зменшити 
невизначеність адаптивного прогнозу на 
37% вже напочатку процесу при t = 24 
(табл. 2). Чергове спостереження в час 
t = 48 лежить поблизу середнього агрега­
ту, що дозволило і надалі звужувати ко­
ридор до 40% відносно прогнозу без ада­
птації. Проте спостереження в час t -  72 
пройшло вище за середнє агрегату, що 
дещо призупинило процес адаптивного 
звуження інтервалу невизначеності і ко­
ридор зменшився лише на 22% відносно 
моделі без адаптації. Подальші спостере­
ження процесу в період * є [72,144] до­

зволяють поступово зменшити інтервал 
невизначеності від 22% до двох разів від­
носно моделі без адаптації.

Четверта реалізація контрольної ви­
бірки характеризується зміщенням спо­
стережень вгору відносно середніх зна­
чень агрегату, що дозволило зменшити 
невизначеність адаптивного прогнозу до 
8.6% проти 47.3% для прогнозу без адап­
тації, тобто коридор невизначеності зме­
ншився в п’ять з половиною разів. Насту­
пна динаміка процесу в період t є [96,120] 
відбувалася в околі найімовірнішої траєк­
торії, яка описується середніми значення­
ми агрегату, причому в проміжку між 
спостережуваним значенням та середнім 
агрегату не було знайдено проміжних то-
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чкових траєкторій в агрегаті, що не до­
зволяє зменшити інтервал невизначеності. 
В кінці процесу при £ = 144 інтервал не­
визначеності зменшився в п’ять разів від­
носно прогнозу повного агрегату за раху­
нок відкидання нереалізовуваних траєк­
торій згідно процедури описаної в розділі 
2.3.

Динаміка п’ятої реалізації в контро­
льній вибірці нагадує динаміку другої ре­
алізації, а тому має схожі оцінки абсолю­
тного і відносного звуження інтервалів 
невизначеності.

Динаміка восьмої реалізації в конт­
рольній вибірці має специфічний харак­
тер через те, що перше спостереження на­
дійшло лише в час £ = 48 і три спостере­
ження в проміжку £ є [48,96] виходять за 
межі прогнозного агрегату (див. рис. 6).

Р и с . 6 . Е к с п е р и м е н т  №  8 в т а б л . 1, 2

На період цього виходу було побу­
довано додаткову оцінку, яка в час £=96 
характеризується розширенням інтервалу 
невизначеності до 43.6%, тоді як цей ін­
тервал для повного агрегату складає 
30.3%. Проте оцінка з адаптацією вклю­
чає експериментальне спостереження на 
відміну від оцінки без адаптації.

Підсумкові мінімальні та максима­
льні значення відносних звужень прогно­
зного інтервалу адаптивною моделлю на­
ведені в табл. 2. Вони показують, що на 
початку процесу невизначеність прогнозу 
при застосуванні побудованої адаптивної 
моделі може зменшитися до п’яти з поло­
виною разів. В період часу £ є  [48,96] ма­
ксимальне звуження коридору досягає в 
середньому 2.82 рази відносно моделі без 
адаптації. Найсуттєвіше звуження спосте­

рігається в кінці процесу при £ = 144 за 
рахунок відкидання нереалізованих трає­
кторій агрегату. Ці результати свідчать 
про ефективність побудованої адаптивної 
нечіткої моделі при прогнозуванні траєк­
торій практично важливих технологічних 
процесів.

Висновки
В статті розроблено математичну 

модель нечітких процесів в системах Мо- 
но-Ієрусалимського на основі агрегату 
точкових моделей. Описано принципи 
методу адаптації нечітких оцінок цієї мо­
делі у міру нагромадження експеримента­
льних спостережень динаміки процесу.

Для ідентифікації моделі викорис­
тано базу експериментальних спостере­
жень процесів броварного бродіння, яку 
було поділено на дві групи: навчальну 
(22 траєкторії) і контрольну (8 траєкторій) 
вибірки. Чисельні результати показують 
адекватність побудованої моделі при про­
гнозуванні динаміки траєкторій контро­
льної вибірки.

Запропонована нечітка модель та 
метод її адаптивного уточнення дозволяє 
враховувати невизначеність в динаміці 
практично важливих технологічних про­
цесів.
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