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Рассмотрены вопросы кластеризации (построение бинарных деревьев-дендрограмм) для 
данных, представленных в виде нечетких переменных, которые, в свою очередь, модели­
руются тензорами. Закодированная бинарным алфавитом дендрограмма представляет 
собой 2-адическое число, которое может быть использовано как характеристика ден­
дрограммы. Сравнение иерархических кластеризаций нечеткимх данных и их дефадзифи- 
каций, выполненное на уровне 2-адических деревьев, позволяет сделать вывод о наличии 
(отсутствиии) структурной близости объектов.

Введение
Проблема иерархической класте­

ризации ЩК) в последнее время приобре­
ла особую остроту и актуальность в связи 
с извлечением знаний из данных. Цели 
кластеризации при этом могут быть сове­
ршенно различными в зависимости от 
особенностей конкретной прикладной за­
дачи [1]. В общем случае алгоритм клас­
теризации -  это функция £ X—»У, которая 
любому объекту хеХ ставит в соответст­
вие метку кластера уеУ.

В работах [2-4] показано, что ре­
шение задачи кластеризации принципиа­
льно неоднозначно. Алгоритмы ИК в по­
давляющем большинстве случае работают 
по т.н. агломеративному (объединитель­
ному) принципу, при котором на первом 
этапе отдельный объект считается отде­
льным кластером, что позволяет для од­
ноэлементных кластеров определить фун­
кцию расстояния естественным образом 
Я({х}, {х'}) = р(х, х'). Последующие шаги 
реализуют процесс слияний -  на каждой 
итерации вместо пары самых близких 
(далеких) кластеров и  и V образуется но­
вый кластер = И и V. Расстояние от но­
вого кластера \¥  до любого другого клас­
тера Б вычисляется на основании ранее 
определенных расстояний Я(и,У), 11(11, 8) 
и ЩУ, Б):

Современное состояние 
проблемы

КА возник как специфическая ме­
тодология проведения классификации не- 
однород-ных статистических совокупнос­
тей, но в современных условиях сфера его 
применения необычайно расширилась, 
благодаря тому, что бинарные деревья 
(дендрограммы) -  результат иерархичес­
кой кластеризации, стали анализировать­
ся на уровне р-адических (конкретно, 
2-адических) чисел с применением ульт­
раметрики. В последнее время ИКА при­
меняется для решения задач анализа не­
четких данных (НД), которые могут быть 
представлены в виде НМ, интервала или 
некоторой совокупности данных (число­
вая последовательность).

Для описания разнообразных задач 
кластеризации (классификации) в соот­
ветствии с [4] рациональным является ис­
пользование теории бинарных отноше­
ний, которая показала новые возможности 
в условиях неполной информации. Все 
сказанное касается по сути одной про­
блемы: возможности конструирования
такого показателя близости между объек­
тами, который не зависел бы от способа 
измерения переменных. При наличии та­
кого показателя его применение будет да­
вать одинаковые результаты при любых 
допустимых преобразованиях шкал. Исс­
ледования приводят к неконструктивным
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выводам относительно теоретической и 
практической ценности всевозможных 
метрик: результаты работы алгоритмов 
классификации могут непредсказуемо 
меняться в зависимости от выбора спосо­
ба измерения показателей [4].

Аппроксимационный подход в кла­
стерном анализе. Следуя работе [4], если 
обозначить искомое отношение произво­
льного типа через Y, исходные данные 
через X, а оператор перехода от X и Y че­
рез Р ( не конкретизируя вид этих конс­
трукций), то в общем случае возникает 
естественный функционал, отражающий 
стремление максимально приблизить ре­
зультирующее отношение к имеющимся 
данным: ||Y-XP|| —> min, где || || -  какая- 
либо норма. Задачи такого типа -  аппрок­
симация «плохо устроенного» множества 
X  и «хорошо устроенной структурой» 
Y -  известны в математике и имеют мно­
жество приложений [5].

Базовые нотации классической 
кластеризации применительно к услови­
ям неопределенности, моделируемой на 
уровне теории нечетких множеств (ТНМ) 
имеют особенности [6]. Понятие расстоя­
ния составляет объект исследования мно­
гих работ, в ТНМ часто используются два 
определения расстояния [6]: для НМ А, В 
с функциями при-надлежности (ФП)- 
pÄ(Xj), р§(Х;) е[0,1] обобщенное расс­
тояние Хеммимнга (линейное)- 
d(Ä, В) = £ ^ 1  pÄ (х;) -  рё (х;) | , Евкли­
дово (квадратичное) расстояние -

е(А,В) = ^ ”=1(p^(X i)-pg(xj))2|  . От­

метим, что й(А,В) и е(А,В)- четкие ве-
W,3 <Wzj < w,2 + wa <W,2

Рис. 1. Иллюстрация теоремы

личины, НМ А, В должны быть заданны­
ми на одном универсальном множестве 
(УМ). В реальных ситуациях й часто при­
нимают равным любой метрике в Кт .

В [7] отмечено, что желательные 
свойства алгоритмов кластеризации ис­
ходят от практиков, которые имеют инту­
итивные понятия о том, что такое хоро­
шая кластеризация, оценивая ее визуаль­
но. Доказана теорема [7], которая утверж­
дает эквивалентность между ультрамет­
рикой и дендрограммой, представляет де­
ндрограмму как ультраметрическое про­
странство, любой метод ИК может расс­
матриваться как отображение финитного 
метрического пространства (МП) в фини­
тное ультраметрическое пространство. В 
соответствии с работой [8], если (X, йх) и 
(У, йу) -  два финитных МП с метриками 
йх и йу, (Х,11х) и (У,иу) -  два финитных 
метрических ультраметрических про­
странства с метриками их и иу, соответст­
вующих выходам, порожденным ИК по 
методу ЕС, то:
йсн((Х,их) (У,иу))<йсн((Х,йх) (У,йу)), 
где йен () расстояние Громова-Хаусдорфа.

В работах [7, 8] поставлен вопрос 
сходимости дендрограмм, рис.1. Это по­
нятие формализовано через эквивалент­
ное представление дендрограмм как ульт­
раметрики и по-следующим определени­
ем ОН-расстояния между результирую­
щими метриками. Показано, что 
ОН-расстояние -  метрика на ультрамети- 
ческих пространствах .В работе [8] дока­
зана теорема 28, объясняющая сущность 
сходимости дендрограмм, проиллюстри­
рованная на рис. 1.

X А = {а1 а2 а3}

б) в)
сходимости дендрограмм [8].
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В [9] предложен алгоритм, практи­
чески обобщающий некоторые подходы 
к решению задач кластеризации НД. Си­
мметричные трапециевидные НП (или 
НЧ) представлены на рис. 2 и 3. Парамет­
ризация трапециевидного НЧ А обозна­
чается А= т (а ь а2, а3, а4 ), где аь а2, а3, а4
-  центр, внутренний диаметр, левый вне­
шний радиус и правый внешний ради-ус 
соответственно. Полезность этого пред­
ставления, по мнению авторов работы 
[12], в том, что четыре типа НД (рис. 7) 
можно представить единым образом.

Согласно представлению:
А= [аь 0, 0, 0], В= [Ьь Ь2, Ь3, Ь4], С=[сь 
с2, 0, 0], 6 =  [йь 0, с13, <и]. Пусть 
А= ш(аь а2, а3, а4) и В = ш(Ьь Ь2, Ь3 , Ь4 )
-  два НД, различие между ними предло­
жено определять как: <1̂  (А , В)=(а] -
Ь>1)2+(а2 - Ь2)2+(а3 - Ь3)2 +
+(а4-Ь4)2. На основании введенной меры 
различия предложен алгоритм для клас­
теризации НД, приведенных на рис. 4. 
Иллюстрация алгоритма приведена ниже:

НД переформулированы в соответствии с 
предложенной метрикой:

А =[2.5; 2; 0.5; 1], В = [2.5; 0; 1; 1], 
С = [7; 1; 0.5; 1], б  = [8; 0; 1; 1],

Ё= =[8.5; 0; 0.5; 0.5], Ё = [4.5; 0; 1; 1].

Рис.2. Параметризация трапецевидно­
го НД

Рис. 3. 4 типа трапециевидных НД

Х=[1:0.1:10];
АИгарш^Х, [1 1.5 3.5 4.5]); 
В=МтДХ, [1.5 2.5 3.5]); 
С=Царт^Х, [6 6.5 7.5 8.5]); 
Б^пт^Х , [7 8 9]); 
Е = т т Р ,  [8 8.5 9]);
Б= ЦппДХ, [3.5 4.5 5.5]).

Рис.4. Тестовое множество НП в форме х = {х/р}

б) в) г)

Рис. 5. Дендрограмма для НП в метрике работы [12]: а) метод ЕС, б) метод ПС; 
для дефадзифицированных НП: в) метод ЕС, г) метод ПС
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В частности, влияние нечеткости 
на структуру данных проявляется в дан­
ном случае в том, что дендрограммы для 
НД при использовании метода ЕС и фа- 
дзифицированных данных (а-в) и при ис­
пользовании метода ПС (б-г) с точки зре­
ния ультраметрики имеют различную 
структуру (число уровней отличается в 2 
раза). Трудно дать физическую интерпре­
тацию этому факту, но это, несомненно, 
новое знание.

Суммируя сказанное, любая ИК 
генерирует индексированную финитную 
последовательность гнездовых четких ра­
зделений (и наоборот), которые выпол­
няются от начала е единичным классом 
равным целому множеству объектов в 
один одно-объектный класс.

Постановки основных задач, 
алгоритмы их решения

В работе [10] предложены тензор­
ные модели неопределенности. Известно 
[6], что если Е={х} -  универсальное мно­
жество, хеЕ, то нечеткое подмножество 
А множества Е определяется как совоку­
пность упорядоченных пар {(х, ц (х)) },

А
\/хеЕ, где ц _(х) -  ФП, Цд —»[0,1].

А
Введенная в работе [10] тензор- 
переменная (ТП), аналог НП, определена 
как Тх = х® дх, где ® -  операция тензор­
ного (Кронекерова) произведения, Тх 
имеет матрицу размером п х п. На 
рис. 6-а представлена НП с выпуклой ФП 
и ее тензорные аналоги (рис.6-б).

х -> Т  = х ® Ц
X X

X X  кX II X ц ••• X ц,
1 1  2 1 п 1

X |ТХ X ЦХ - Х  )1Х
1 п 2 п  п п у

а) б)
Рис. 6. Моделирование НП: а) НП с выпуклой ФП; б) тензорный аналог НП.

С учетом тензорного представле­
ния исходных данных основные задачи 
работы сформулированы в следующем 
виде:

- исследовать ИК НД при предста­
влении входных данных тензорными мо­
делями, показать проявление влияния не­
четкости на выход ИК -  бинарное дерево;

- исследовать ультраметрические 
свойства дендрограмм при представлении 
вход-ных данных тензорными моделями, 
определить ультраметрическую матрицу, 
2-адические характеристики дендро­
грамм, показать возможность сравнения 
дендрограмм на основании вычисления 
2-адической оценки.

Сопоставимость экспериментов. 
НП в ПММ, например, МатЛаб, задаются 
в виде процедур, которые определяют пе­
ременную на УМ Е, например:

НП с треугольной ФП -  
цх=МтДЕ, [Рх Р2 Р3 ]), где Р1 < Р2 < Р3,

параметры

НП с трапециевидной ФП -
ц’ЧгартДЕ, [ ^  Р2 Р3 Р4 ]), где\_____„_____ 1V

параметры

Р1 < р2 < Рз < Р4 ,
НП с Гауссовой ФП -  

(/^аш втД Е , [ Р, Р2 ]),
параметры

где Р1 -  дисперсия, Р2 -  среднее и др. 
Операции над НП предполагают, что НП 
представлены в виде НМ на одном униве­
рсальном множестве, т.е.

{ а / |1*П*Г^ / ц а) Ь)} -> (Ч *гЬ|У
4 V ^ V ■■■ V  —  ^

АеЕ ВеЕ

шах(шт( )), (V]).
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В простейшем случае для стандартной 
треугольной ФП имеем тензорные моде­
ли:

0 0 0
X X X

1 2 3
0 0 0

для НП 5= {3/0, 5/1, 7/0} имеем такие ТП:
'0 0 0

3 5 7
0 0

В работе расстояние между матри­
цами А и В размером п х п предложено

Пусть а* -  столбцовый вектор размернос­
ти ш, матрица А может быть представле­
на как А= =[&!,..., аш], соответственно НФ 
может быть определена из выражения

И г = (^асе(АТ А»  = Х!=1 (а1 >а* > •

2-адические свойства бинар­
ных деревьев иерархической кла­
стеризации, 2-адическая класте­
ризация

В [11-14] рассмотрены вопросы 
анализа дендрограмм на уровне р-ади- 
ческих деревьев. Р-адическая дендрогра­
мма может быть получена следующим 
образом. Известно, что множество дан­
ных (х;,у;)т ,1 = 1,п, представленных виде 
совокупности пар, можно представить в 
виде бинарного дерева, вычислив рассто­
яния между каждой парой данных, при- 
чом это расстояние может быть вычисле­
но как в метрическом, так и в ультрамет- 
рическом базисе. Однако, если разметить 
ветви дендрограммы (например, 0 (левая 
ветвь) и 1 (правая ветвь), или -1 и +1 соо­
тветственно), полученной, скажем, в мет­
рическом базисе, то ее анализ должен вы­
полняться в р-адическом (конкретно, 
2-адическом) базисе. Рассмотрим особен­
ности 2-адических дендрограмм, исполь-

определять как норму Фробениуса (ФН), 
для С=А-В квадрат НФ имеет вид:

1|С||р = trace(CTC),
где: trace(C)= ̂ \ =1  ̂с;; . Если матрицы А

и В векторизованы, т.е. представлены в 
форме одномерного массива (по столб­
цам), А=[аь ..., ап] и В=[ЬЬ..., b„], то

lCllF = X!=l(ai’bi) ’ ГДе (ai’bi)~ Внутрен­
нее произведение векторов а; и bj. Мат­
ричная форма НП предоставляет новые 
дополнительные информационные воз­
можности, в частности, в определении 
признаков кластеризации. Известно, что 
ФН матрицы А размером ш х п опреде­
ляется как

,j)2)1/2 =(trace(ATA))1/2

зуя результаты, изложенные в 
работах [11,12].

Для анализа данных дендрограм­
мы обычно размечают и ранжируют 
(рис. 13). Для ранжированной дендрогра­
ммы (рис. 7) создается следующее 
р-адическое кодирование терминальных 
узлов, проходя путь от корня: 
х^О ^+О ^+О ^+О -г1; 
х2=0-27+ +0-25+0-22+1-21;

Х4=0-27+1-25+0-24+0-23;

Хб=0-27+ +1-25+1-24 идр.
Десятичные эквиваленты р-адического 
представления терминальных узлов такие: 
хь xi, ... , х8= 0, 2, 4, 32, 40, 48, 128, 192. 
Расстояния и норма определены соответ­
ственно так: dp(x, Xх )  = dp||x -х ' ||= 2~r+1

или 2-2'г, где x = ^ kak2k,

х1 = ак2к ,r = argmin{ak - ак}, норма
-  dp(x, 0) = 2'1+1=Т. Для того, чтобы найти 
р-адическое расстояние, рассматривают 
наименьший уровень г (если упорядоче­
ние идет от терминала к корню, рис.7), 
что есть идентичным паре степенных 
рядов, которые порождют результат 2"r+1. 
Таким образом, ||x i-X2||2=2'2+1= 1 /2 ; 
||х1-х4||2=2'6+1=1/32; Цх^ х^ ' 6̂  1/32;
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наименьшее р-адическое расстояние на 
рис. 13 равно 1/128, десятичный эквива­
лент числа Х8 есть 208. Максимально воз­
можный десятичный эквивалент 
/?-адического числа, которое
соответствует 8 терминальным узлам -  
1 -27+1 -26+1 -25+ +1 -24+1 -23+1 -22+1 -21 =254.

Отметим, что р-адическое пред­
ставление, показанное на рис.7, не есть

инвариантным относительно дендрогра- 
ммного представления. Однако, если 
р-адические представления разнятся для 
разных дендрограммных представлений, 
анализ показывает, что р-адическая норма 
и р-адическое расстояние являются инва­
риантными относительно дендрограмм- 
ного представления.

Рис.7. Размеченная и ранжированная дендрограмма с 8-ю терминальными узлами, 
ветви помечены как 0 (левая) и 1 (правая)

При анализе дендрограмм исполь­
зуют т.н. агломеративные (накопитель­
ные) алгоритмы. Как показано в роботах 
[11, 12], путем использования агломера- 
тивного алгоритма кластеризации можно 
породить ультраметрику (т.е получить 
искусственно удовлетворение ультрамет- 
рического неравеноства для заданых ка­
ких либо трех точек) в каком-либо мно­
жестве точек, обеспеченном парной фун­
кцией различия. Когда множество точек в 
пространстве данных какой-либо размер­
ности таково, что все триплеты точек 
удовлетворяют ультраметрическому не­
равенству, то это множество точек имеет 
естественную иерархическую структуру.

Р-адические числа (р-а.ч.). Закоди­
рованная дендрограмма представляет со­
бой р-адическое число. Рассмотрим коро­
тко основы р-а.ч. и арифметику над ними 
[3, 14]. Пусть peN будет фиксированным 
простым числом. Тогда для любого нену­
левого хец, мы можем всегда написать х 
= ру а/Ь, для пары взаимно-простых чисел 
а, Ь еХ я уникального veZ  так, что р не

делит а, Ь. В общем случае целое p-а. ч. 
для произвольного простого р  
представляет собой последовательность 
х =(хо, xi,...) вычетов хп по mod pn+1, удов­
летворяющих условию xn= xn_i(mod pn+1), 
n > 1.

P-adic норма -  функция NP:q—>[0,оо), 
получаемая через |x|p=p'v и |0|р = 0, | • |р 
удовлетворяет усиленному неравенству 
треугольника (УНТ), состоящему в том, 
что для любых х, yeq мы имеем |х+у|р 
<тах{|х|р, |у|р}. Порожденная метрика -  
dp(x, у)=|х-у|р -  имеет название ультраме­
трика. Ультраметрика обладает целым 
рядом парадоксальных свойств, которые 
рассматриваются в 1 работах [13, 14].

Относительно р-адической нормы q 
удовлетворяет неархимедовым свойствам, 
поскольку для каждого хе q справедливо, 
что |пх|р никогда не превышает |х|р для 
любого пе N. Имеет место полнота q от­
носительно ультраметрики dp, qp -  поле 
p-а. ч.. Более конкретно, существует уни­
кальное представление каждого z eqp: 

z = avpv + • • • + a0 + aip + a2p2 + • • •,
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аі є {0, 1,... , р-1}, \/і > 0}. Важнейшим 
свойством р-а.ч. является то, что они 
имеют иерархическую структуру, в отли­
чие от обычных чисел, которые распола­
гаются линейно. Целые р-а.ч. образуют 
кольцо: их можно складывать, вычитать и 
перемножать. Однако здесь отсутствует 
естественный порядок, понятие отрицате­
льного и положительного числа не имеют 
смысла, для р-а.ч. выполняется 
-1 = 1іш(рп -1) при я —» оо. Для величины 
-1, например, в 3-адическом базисе име­
ем: -13 =.222222..., в 2-адическом:
-І2=. 111111 ..., соответствующее дерево 
для -13 имеет вид (рис.8).

ог<$̂ Расстояние

• 1 2 § 1 І МІМІ »12 Ш М Ш П І !

Рис. 8. 3-адическое представление 
числа -1

В нотации теории вычетов сложе­
ние и умножение целых р-а.ч. определяе­
тся формулами:

(х + у)п = х п + у п (шобрп+1),(ху)п = х пуп (тоб рп+1)

Экспериментальное исследо­
вание ИК НД в р-адическом базисе

В предыдущих разделах были при­
ведены результаты кластеризации НД, 
выполненные на основании метрики, раз­
работанной в [11].

На рис. 9 приведены результаты 
кластеризации НП А, В, С, Б, Е, Б из [12] 
и их дефадзифицированных значений: а),
б) дендрограммы НП А, В, С, Б, Е, Б : 
кластеризация по методу ЕС а) и ПС -б);
в) , г) -  дендрограммы фадзифицирован- 
ных НП, А, В, С, Б, Е, Г : кластеризация 
по методу ЕС в) и ПС -г). Выполним ко­
дирование дендрограмм бинарным алфа­
витом и рассмотрим 2-адические матрицы

НП А, В, С, Б, Е, Б , их дефадзификаций и 
тензорных моделей НП.

На рис. 9 и рис. 10 представлено 
2-адическое кодирование бинарных дере­
вьев и вычислены 2-адические числа, ха­
рактеризующие дендрограммы -  
и Р (іеГиг соответственно. Величина
аЬ8(Р̂ 22у-Р(1еГи2)/1ТЛ1Х(Р , Р 10 %,
что действительно свидетельствует о 
структурной близости бинарных деревь­
ев. Отметим, что этого следовало ожидать 
не только на основании работ [11], но и 
на том основании, что расстояния между 
НМ в соответствии с принятой парадиг­
мой является четким.

Дефадзифицированные НП А, В, С, Б, Е, Б
8 5? 0 - 2 ‘+ - + 0 - 2 6 А В с Б Е Е
5 о ^ + . - . + о - г 6 6 0 0 1 1 1 0
4

с ч - о - г ' + . - . + о ^ + ь г 6 5 0 0 0 0 0 0
3 о.' єо Б - >  0 - 2 1+ 1 - 2 2+ 0 - 2 3+  - + 0 - 2 5 +  1 - 2 б 4 0 0 0 0 0 0
2 О 1 \ - 2 1+ \ - 2 г + 0 - 2 г +  ■ ••+ 0-25 - + 1 - 2 6 3 0 0 0 0 0 0
1 О 1

2-І—1 ^ 2 х+ \ - 2 2+ 0 - 2 ъ+ - + б - 2 6 2 0 0 0 1 1 1
0

А  В  -Р  <
_

х> к Р(1е(~чг=Л +В+С+0+Е+Е 1 0 0 0 0 1 0

а ) б ) в )
Рис.9. 2-адические характеристики дендрограмм для дефадзифицированных НП: 
а) размеченное бинарное дерево; б) 2-адическое число, характеризующее дерево; 

в) 2-адическая матрица бинарного дерева
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НП А, В, С, Б, Е, Б 
А-> 0-21+-+0-25+Ь26 

5-> 0-21+1-22-И)-23+...+0.25+1-26 
С->0-2'+1 -22+0-23+-+0-26

о-г^—ю-г6 
£ ->  1-2*+0-22+-+0-2б 
Б—» 0-2‘+0-22+1-23+0-24 +•■• + 1-26
Р(игху=А +В+С+0 +Е+Е
б)

Рис. 10. 2-адические характеристики дендрограмм для НП 
а) размеченное бинарное дерево; б) 2-адическое число, характеризующее дерево;

А В с Б Е Б
6 1 1 1 0 0 1
5 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 1
2 0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0

в)

в) 2-адическая матрица бинарного дерева

На рис. 11 представлены результаты 
кластеризации НП А, В, С, Б, Е, Б , пред­
ставленных в тензорном базисе: 
А —> 1А, В —> ЙЗ, С —> 1С, Б  —> 1Б, Е —> (Е, 
Б —»й7, 2-адичес-кие характеристики де­

ндрограмм тензорной модели НП: разме­
ченное бинарное дерево, 2-адическое чи­
сло, характеризующее дерево (кластери­
зация по методу ПС )

2-адические модели тензорных моделей НП А, В, С, Б, Ё, Б

Г-
О 1

с о
а)

А В

Л->0-2‘+...+1.26 
Я-*1-21+-+1-26 
С->0-21+-+0-25+0-2б 
£)—>0-21+0-22+0-23+-"+0-25+01 -26 
£-»0-21-К)-22-Н)-23+----К)-25+0-26 

>0-2*+1 -22+0-23+—+1 -26 
Р=А+В+С+Б+Е+Е

б)
Рис. 11. 2-адические характеристики дендрограмм тензорной модели НП 

а) размеченное бинарное дерево; 
б) 2-адическое число, характеризующее дерево

Таким образом, относительно ми­
нимального количества факторов, прин­
ципиально определяющих результат ИК 
НД, в случае тензорного представления 
НД можно утверждать следующее:

- в качестве мер близости объектов 
целесообразно использовать величину 
ФН между матрицами ТП;

- основным способом формализации 
представлений об эквивалентности объе­
ктов, составляющих отдельный кластер 
или их объединение (дендрограмма) мо­
жет быть учет внутри- и межкластерных 
расстояний в ультраметрическом про­
странстве.

Выводы
1. Иерархическую кластеризацию 

нечетких данных, представленных в виде 
нечеткого множества (совокупности упо­
рядоченных пар „значение/функция при­
надлежности”) целесообразно выполнять 
путем представления объектов кластери­
зации -  нечетких переменных -  в виде 
тензор-переменных Т- и Етипов. Тензор- 
переменная Т-типа формируется как ре­
зультат тензорного (Кронекерова) произ­
ведения “значение ® функция принадле­
жности” с матрицей пхп, тензор- 
переменная Етипа формируется как мно­
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гомерный массив с матрицей 2хп (п -  ко­
личество упорядоченных пар НМ).

2. При использовании тензорных 
моделей нечетких данных для объектив­
ности иерархической кластеризации не­
обходимо формирование тензорной моде­
ли для всего универсального множества, 
на котором определена нечеткая пере­
менная. Неучет универсального множест­
ва приводит к нечетким множествам раз­
ной размерности, что затрудняет проце­
дуру оценки их близости, приводит к 
“усеченным” тензорным моделям, что не 
позволят получить на одной и той же вы­
борке одинаковые дендрограммы.

3. Общая система признаков для 
иерархической кластеризации нечетких 
данных включает объединение векторов 
(одномерных массивов) значений и функ­
ций принадлежности нечетких данных. 
Для тензорных моделей нечетких данных 
в качестве системы признаков следует 
выбирать: в случае ^способа представле­
ния НД-сингулярные числа сингулярного 
разложения тензор-переменной.

4. В качестве мер близости объек­
тов (нечетких данных) целесообразно ис­
пользовать величину Фробениусовского 
расстояния между матрицами тензор- 
переменных; основным способом форма­
лизации представлений об эквивалентно­
сти объектов, составляющих отдельный 
кластер или их объединение (дендрогра­
мма) может быть учет внутри межкласте­
рных расстояний в ультраметрическом 
пространстве.
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