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Рассмотрены вопросы реализации расширенной нечеткой математики (тензор, пред­
ставляющий нечеткую переменную, инварианты тензора) в среде рМа1-ЬаЬ. Показано, 
что представление нечеткой переменной в виде диадного тензора позволяет существен­
но повысить эффективность вычислительных процедур путем параллельного вычисле­
ния операций над матрицами тензоров и их инвариантов.

Введение
Параллельные вычисления (ПВ) - 

способ организации компьютерных вы­
числений, при котором программы разра­
батываются как набор взаимодействую­
щих вычислительных процессов, рабо­
тающих параллельно. Существуют раз­
личные способы реализации ПВ. Напри­
мер, каждый вычислительный процесс 
может быть реализован в виде процесса 
операционной системы, либо же вычис­
лительные процессы могут представлять 
собой набор потоков выполнения внутри 
одного процесса ОС. Параллельные 
программы могут физически исполняться 
либо последовательно на единственном 
процессоре - перемежая по очереди шаги 
выполнения каждого вычислительного 
процесса, либо параллельно, выделяя ка­
ждому вычислительному процессу один 
или несколько процессоров (находящихся 
рядом или распределенных в компьютер­
ную сеть).

Основная сложность при проекти­
ровании параллельных программ - обес­
печить правильную последовательность 
взаимодействий между различными вы­
числительными процессами, а также ко­
ординацию ресурсов, разделяемых между 
процессами.

Виды параллельного взаимодей­
ствия. В некоторых параллельных систе­
мах программирования передача данных 
между компонентами скрыта от програм­
миста (например, с помощью механизма

сообщений), тогда как в других она 
должна указываться явно. Явные взаимо­
действия могут быть разделены на два 
типа:

- взаимодействие через разделяемую 
память;

- взаимодействие с помощью пере­
дачи сообщений, который может проис­
ходить асинхронно.

Параллельные системы, основанные 
на передаче сообщений, более просты для 
понимания, и обычно рассматриваются 
как более совершенный метод параллель­
ного программирования.
Современное состояние проблемы алго­
ритмизации и программирования задач 
расширенной нечеткой математики для 
решения их на суперкомпьютерах

Решение задач управления в усло­
виях неопределенности связано с необхо­
димостью обработки огромных массивов 
многомерной информации, что требует 
применения не только новых типов ком­
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неопределенности с помощью современ­
ных вычислительных средств, в частно­
сти, p(arallel)-matLab. В последнее время 
появились принципиально новые задачи с 
т.н мягкими математическими моделями, 
которые в ряде случаев могут иметь весь­
ма отдаленное отношение к реальной за­
даче. При этом решение задачи, м.б. даже 
очень низкой точности, должно быть без­
условно получено. Эта идеология нашла 
свое развитие в том, что известный ПММ 
MatLab включил в свой состав новый ком­
плекс программ, ориентированный на па­
раллельные и распределенные вычисления 
в системе многоядерных процессоров - 
pMatlab toolbox. В связи с тем, что исполь­
зуются тензорные модели НП, автоматиче­
ски возникает необходимость параллель­
ной обработки данных. В работе авторами 
показаны способы, методы и алгоритмы 
параллельной обработки данных при реше­
нии задач в условиях неопределенности пу­
тем использования стандартного и специ­
ального математического обеспечения 
ПММ MatLab.

Матричный подход к параллельной 
обработке данных. Матрицы как матема­
тический объект широко используются 
для представления, в данном случае при 
помощи тензора моделируется НП [2]. 
Алгебра матриц хорошо разработана, ос­
новные положения теории матриц изло­
жены в работах [3, 4], однако для пони­
мания дальнейшего изложения рассмот­
рим некоторые аспекты алгебры матриц. 
Прямоугольная таблица чисел - матрица, 
сокращенное обозначение мат-рицы -

А  =  а,; J_1,n . Для числовых матриц лег-
L У J i=l,m

ко определяются привычные алгебраиче­
ские операции сложения и умножения.

Важнейшей особенностью матриц 
является естественный параллелизм вы­
полнения операций над ними. Для реали­
зации операций над матрицами можем 
использовать систему из mxn процессо­
ров, имеющих одновременный доступ к 
общей оперативной памяти, в которой 
расположены матрицы А и В  [5]. Вычис­
лительные системы подобные этой при­

нято называть матричными. При этом 
связь каждого процессора со своими со­
седями обеспечивает применение конвей­
ерного принципа обработки данных [1,3]. 
Развитие матричных моделей. Для того, 
чтобы элементы некоторого множества 8 
могли быть элементами матрицы требует­
ся наличие двух бинарных операций, 
замкнутых на этом множестве: аддитив­
ной (+) и мультипликативной (*). Замкну­
тость операций означает, что если аеБ  и 
ЬеБ, то (а+Ь)б8 и (а*Ь)е8. Выбор адди­
тивной и мультипликативной операций 
может быть традиционным или опреде­
ляться пользователем из условий задачи. 
Наиболее исследованы т.н., плоские мат­
рицы, элементы которых можно тракто­
вать как значения параметров реальных 
объектов, расположенных на плоскости в 
точках с целочисленными координатами. 
Однако на практике имеют место объек­
ты, характеризующиеся большим числом 
целочисленных координат. Такие объекты 
можно рассматривать как точки про­
странства произвольного числа измере­
ний (тензоры).

На основании анализа свойств Мно­
гомерных матриц [5] сформулирован 
принцип последовательно-параллельного 
программирования, который позволяет 
упростить алгоритмизацию задач, для 
решения которых необходимо использо­
вание суперкомпьютеров.

Принцип последовательно - парал­
лельного программирования определен в 
виде совокупности следующих утвержде­
ний [5]:

- в качестве базового типа данных 
используется алгебра многомерных мат­
риц;

- операции этой алгебры реализуют­
ся как базовые процедуры обработки дан­
ных для конкретных суперкомпьютеров с 
максимально допустимой степенью па­
раллелизма;

- многомерные матрицы включают­
ся в языки программирования как само­
стоятельные объекты;
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- алгоритмы представляются как по­
следовательности операций над много­
мерными матрицами.

Основные достоинства принципа 
последовательно-параллельного прог­
раммирования состоят в следующем:

- исключается связь между свойст­
вами конкретной архитектуры суперком­
пьютера и способностью данного алгори­
тма к распараллеливанию;

- ограничивается число реализуемых 
параллельно алгоритмов, можно наиболее 
полно использовать возможности супер­
компьютера для оптимизации программ, 
реализующих эти операции;

- алгоритм и программа, разрабаты­
ваются как обычные последовательные 
алгоритмы и программы, данные, пред­
ставленные в виде многомерных матриц, 
последовательно обрабатываются опера­
циями алгебры многомерных;

- программа выполняется на супер­
компьютере параллельно.

Постановки основных задач. Рас­
смотрим особенности параллельной обра­
ботки данных с точки зрения их конкрет­
ного применения для решения задач, в 
которых в качестве переменных высту­
пают тензоры четных рангов [2]. ТП 
определена как:

Тх = х < 8 .

Определение расстояния между ТП. 
Будем рассматривать матрицу как множе­
ство. Алгоритм определения расстояния 
между множествами (матрицами) А и В 
может быть таким. Находят для каждой 
строки и столбца всех матриц минимумы 
и максимумы, оценивают нижнюю piow и 
верхнюю phigh границы расстояний между 
матрицами. Пусть р(А, В) - расстояние 
между матрицами АПП1 и Bnm, определяют 
матрицу 0(cij|cij = ||Aij-Bij||). Очевидно, 
что piow(A, В) = min(Zi minj Су, Zj min; Су) 
< р(А,В) < max(Zi maxj Су, Zj max, Су)) 
—P h ig h (A ,B ) .

По матрице С можно оценить гра­
ницы pi0W(A, В) и phigh(A, В), соответст­
венно, проведя сравнение сразу с не­
сколькими матрицами.

В работе расстояние между мат­

рицами А= (а у )Ц ’” и В= (ЬУ)Ц ;П пред­

ложено определять как: с1(А,В)= 
=sqrt(trace(A)2-trace(B)2), для НП с треу­
гольной ФП №асе(А)= Х|Д + ХтЛ +Лз'л и 
1гасе(В)= ^ 1В + Х2В + ХзВ, ?цЛ, Хв , 1=1, 3 
собственные значения матриц А и В соот­
ветственно. Отметим, что величина 1хасе() 
является 1-м (и единственным) инвариан­
том тензора 2-го ранга, полученным как 
результат диадного произведения векто­
ров.
Учитывая, что фадзификация ТП
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соответствующей х с треугольной ФП, 
будет иметь вид: trace (Тх)=х, можно ут­
верждать, что в тензорной нотации рас­
стояния между фадзифицированными и 
нечеткими объектами (на основании су­
ществующих правил определения нечет­
кой метрики) будут совпадать.
В нашем случае - А = {х; / ( х;)} , i—1, п;

Ä —>АТх= х ( ®ЦЛ(х,) = [1||]|,; |';'1 , каждая ТП

характеризуется следом tr(ATx) = ^ n ] },i ,

из свойства следа как оператора вытекает, 
что четкая ТП, ближайшая к нечеткой ТП, 
будет расположена на наименьшем евк­
лидовом расстоянии между следами, т.е. 
[tr(ATx)- tr(BTx)]2 -> min.

Следовые операции в системе тен­
зор-переменных. Операции НМа в тен­
зорном базисе связаны с операциями 
сверток, вычисления инвариантов и ис­
пользования инвариантов как аналогов 
ТП. Показано [2], что ТП представляет 
собой диадный тензор, для которого су­
ществует только один ненулевой инвари­
ант -  след (не считая магнитуды-нормы), 
инварианты тензора могут быть опреде­
лены как на основании элементов матри­
цы ТП, так и на основании собственных 
значений. Рассмотрим некоторые особен­
ности 1-го инварианта.



108

В линейной алгебре [6], след пхп 
квадратной матрицы А определяется как 
сумма элементов главной диагонали А. 
Эквивалент, след матрицы -  сумма ее 
собственных значений, что делает след 
инвариантом относительно изменения ба­
зиса. Этой характеристикой в общих чер­
тах можно обычно определять след для 
линейного оператора. Отметим, след оп­
ределен только для квадратной матрицы 
(т. е. пхп). Геометрически след может 
быть проинтерпретирован как бесконечно 
малое изменение в объеме (производная 
детерминанта), который точно определя­
ется формулой Jacobi's.

Свойства. След -  линейное отобра­
жение, таким образом tr(A + B) = tr(A)
+ tr(B ), tr(cB) =  с • tr(B) для всех квад­
ратных матриц А и В и скаляра с. Если А - 
т*п матрица и В - п*т матрица, тогда 
tr(АВ) = tr(ВА). Названные свойства ха­
рактеризуют след полностью в следую­
щем смысле. Пусть /  будет линейным 
функционалом в пространстве квадрат­
ных матриц, удовлетворяющих f ( x y )  = 
Д ух). Тогда /  и tr - пропорциональны. 
След инвариантно подобен, что означает, 
что А  и Р  ХА Р  имеют один и тот же 
след. Это вытекает из того, что

й-СР'1 А Р ) =  1г((А Р)Р“' =  П-(А).
Матрица и ее транспозиция имеют 

один и тот же след: 1г(А) =  №(А ) . От­
метим, что порядок матриц влияет на 
значение следов: в общем случае 
1:г(АВС) Ф 1г(А С В ), однако след есть 
инвариантом для циклических перемеще­
ний, \x iA B C D ) = Ъ {В С О А ) = 
Хх{СВАВ) = = Ъ ф А В С ),  т.е. две поло­
вины выражения можно только много­
кратно переставить. След тензорного 
произведения 2-х матриц является произ­
ведением их следов:

1г(х ®  у) = 1г(х )й (у).

Отдельно рассмотрим Кгопескег’ово 
произведение, необходимость в котором 
возникает при моделировании т.н. гипер- 
нечетких переменных (рис.6).

Определение [7]. Гипернечеткими 
множествами называются нечеткие мно­
жества, характеризующиеся функциями 
принадлежности трапецеидальной формы 
(нечетким интервалами), опорные точки 
которых в свою очередь сами являются 
нечеткими интервалами трапецеидальной 
формы.

а) б) в)
Рис.6-а - Представление гипернечеткого числа на плоскости; б), в) -  параметры тензорных

моделей гипернечеткого числа

Гипернечеткое число (переменная) 
можно представить как объединение ТП, 
каждое из которых представляет собой 
тензорное произведение х[к) ® ЦТ(к) , 1=1,

4; к е {(ОдгитшМтах)^ напримері Т 0 ) ^

І х (тіп)/ м  х 0) f\ Х1 f'v(min) ? 1 ' и x (min)/ u
И х ( 1 )  5 Л 2  ' К

.(1) т  = тX X
( 1) и т<1} и т ! 1} и

.(min) 9 •2
( 1)
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и и и Тх!) и  Т^]) . В выраже­
нии для ТП компоненты могут быть мат­
рицами, т.е. [х[к)]<8>[цт(к)]. В этом слу-

хі
чае имеем Кгопес-кег’ово произведением 
матриц, результат -  матрица с блочной

«1.1 f,L2 k l  bu

f/ 'jj f l-);l lh і  Ih 2

структурой, в которой каждый элементе 
первой матрицы заменяется элементом 
матрицы, масштабируемой этим элемен­
том. Для матриц и  и V Кгопескег’ово 
произведение 2-х двумерных квадратных 
матриц может быть записано:

b> і
h i
th ■) (h:A.[ 01.1 ̂ 1.2 f lu V i

• і. і
an h i f ly  &2,2 °1, Фи û[j?b.2

\ l hi о
oi.A a °2,1̂ 1.2 (h.iih.l %2^1.2

M
lh;} fl‘2,1 2̂ 1 (h j lh о Ü2,2̂ 2.1 Й2,2̂ 2.2

&2.1

Результирующий ранг 4, результи­
рующая размерность 16. Здесь ранг обо­
значает ранг тензора (количество необхо­
димых индексов), в то время как ранг 
матрицы - число степеней свободы ре­
зультирующего массива.

Параллельные вычисления в сре­
де pMatLab.

Параллельный MATLAB [8, 9] по­
зволяет реализовать многопроцессорную 
обработку в MATLAB, Тулбокс ПВ (Paral­
lel Computing Toolbox - РСТ) позволяет 
реализовать:

- прогон последовательной работы;
- прогон диалоговой (интерактив­

ный режим) параллельной работы;
- прогон пакетной работы в OSC 

группе.
Параллельные вычисления в среде 

MatLab преследуют следующие цели:
- ускорение вычислений путем ис­

пользования большого количества про­
цессоров;

- использование большей памяти, 
чем это доступно в единственной маши­
не.

Указанные цели реализованы сле­
дующим образом:

- использование M PI {Message Pass­
ing Interface - Интерфейс Прохождения, 
Сообщения), библиотеки, которые ис­
пользуются, чтобы заменить данные и 
управлять информацией между процессо­
рами;

- работа в распределенных средах 
памяти;

- использование ОрепМР: комплек­
та директив компилятора, который ис­
пользуется, чтобы выполнять нить (ко­
манд) параллельно в коллективной среде 
памяти. Отметим, что в реальных услови­
ях параллельное программирование с ис­
пользованием С/С++/Р(ЖТЕАЫ и МР1 
чрезвычайно затруднено. Применение 
Параллельного МА Т1А В дает следующие 
преимущества: МА-Т1АВ широко исполь­
зуется для разработки/распространения 
алгоритмов, наличие языка высокого 
уровня (к тому же объектно- 
ориентированного) и встроенная среда 
Разработки/Визуализации ведет к про­
дуктивной разработке кодов за достаточ­
но короткое время программистами срав­
нительно невысокой квалификации.
Путем параллелизации МАТ1АВ кода:

- алгоритм может выполняться с 
различными (в т.ч. большими) множест­
вами данных;

- алгоритм может выполняться с 
большим размахом параметров;

- вычислительное время может быть 
уменьшено.

Отдельно отметим возможность 
прогона последовательной работы в среде 
рМаЛаЬ, т.к. в этом случае имитация па­
раллельного выполнения программы дает 
возможность увидеть насколько она будет 
эффективной, если ее выполнять парал­
лельно. Очень часто этот режим работ да­
ет пользователю возможность избежать 
неоправданных затрат при создании па­
раллельного кода.
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Многопроцессорная обработка в 
МАТЬАВ. МАТЬАВ И2008а поддерживает 
виртуальную (мнимую) и явную мульти­
процессорную обработку. Виртуальная 
мульти-процессорная обработка позволяет:

- обеспечить встроенность выпол­
няемых программ в мультинить;

- ускорить выполнение многих про­
цедур линейной алгебры, операций с 
матрицами;

- влиять при помощи достаточно 
большого числа ядер на процессор.

Desktop система

В свою очередь, явная мульти про­
цессорная обработка позволяет обеспе­
чить эффективные параллельные вычис­
ления с использованием РСТ и MDSE 
(MATLAB Distributed Computing Server — 
MatLab (сервер распределенной обработки) 
и влияет при помощи многочисленных 
процессоров на кластер. Явная мульти­
процессорная обработка может быть реа­
лизована:

- только при помощи РСТ;
- совместное использование РСТ  и 

MDCS

К о мпью I ерньй класт ер

Тулаоке 
параллельных вычислений

раоочие 
с ганщш

¥ ' ё V-

Simuliiik, Block Sets 
н др.Тулбоксы

МатЛаб

Распр еде ленный 
вычислительный сервер

Рис.7. Явная мультипроцессорная обработка

Схема явной мультипроцессорной 
обработки приведена на рис.7. РСТ  обес­
печивает параллельное создание на внут­
реннем языке МАТЬАВ, например, парал­
лельных циклов, распределенных масси­
вов и сообщений и передачу сообщений. 
Позволяет быстрое макетирование парал­
лельного кода через диалоговый парал­
лельный МАТЬАВ -  сеанс и обеспечивает 
способность масштабировать проблему 
путем «впрягания» ресурсов в отдален­
ный кластер. Кроме того, расширения 
внутреннего языка включают МАТЬАВ 
позволяют на стандартной технологии 
создавать и использовать распределенные 
массивы.

В состав расширений внутреннего 
языка МАТЬАВ включены свыше 150 па­
раллельных функций для использования 
на распределенных массивах - cos, sin,

log, find, isempty и др. Особенно следует 
отметить наличие пакета ScaLA-PACK, 
включающего программы параллельной 
линейной алгебры - svd, lu и др. Кроме 
того, РСТ  поддерживает глобальные, кол­
лективные операции как, например, гло­
бальное сложение, редукция и др. и обес­
печивает явный, хорошо структурирован­
ный параллелизм через M PI функции.

РСТ  поддерживает следующие типы 
планировщиков для представления рабо­
ты:

- локальный планировщик, может 
одновременно работать с рабочими стан­
циями, полезный для локальной отладки 
параллельного кода;

- менеджер работ, поддерживающий 
3-х раздельный планировщик (PBS, LSF, 
Microsoft CCS);

- общий Планировщик;
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- общий интерфейс, который допус­
кает использование с 3-х раздельным 
планировщиком;

- дополнительно к РСТ  поддержива­
ет использование конфигураций, которая, 
в свою очередь обеспечивает удобный 
путь, чтобы сохранить параметры плани­
ровщика MATLAB DCS позволяет мас­
штабирование параллельного MATLAB 
кода в кластерах, он включает основной 
планировщик и также поддерживает LSF, 
PBS, TORQUE и Windows CCS

Интерактивный (диалоговый) Па­
раллельный MATLAB. РСТ  обеспечивает 
способность использовать 4 Рабочих 
станции в единственной настольной сис­
теме, что есть достаточно полезным и 
удобным для отладки и кодирования раз­
работок. Включение режима выполняется 
командой - pmode start local 4.

Выполнение неинтерактивных зада­
ний. РСТ  может также быть испо-льзован 
для выполнения неинтерактивных зада­
ний, при этом Задание может быть вы­
полнено Локально, что полезно для раз­
работки прототипа или Удаленно: на кла­
стере в конъюнкция MATLAB Distributed 
CompHting Server, при этом существует 
возможность пропорцио-нального увели­
чения, чтобы обеспечить значительно 
большее количество параллельных Labs 

Функции, которые могут быть ис­
пользованы для выполнения заданий ло­
кально или на кластере.

Базовые команды. РСТ  предлагает 
следующие 2 функции для вычисления 
MATLAB функции на мульти процессо­
рах: dfeval: вычисление функции в клсте- 
ре; dfevalasync : вычисление функции в 
кластере асинхронно. Обе функции по­
добны eval функции, но они влияют на 
РСТ  с точки зрения вычисления функции 
на специфицированных компьютерных 
ресурсах, выход через k-ый Worker/Lab.

Данные параллельных заданий. 
Данные параллельных заданий в общем 
случае могут быть классифицированы в 2 
типа проблем:

возможность: обработать данные в 
единственном процессоре (с учетом того,

что для этого могут потребоваться часы 
или дни);

В частном случае, тензорное произ­
ведение 2-х двумерных квадратных мат­
риц может быть записано: данные, кото­
рые должны обрабатываться, слишком 
большие для единственной системы, На­
пример, в медицинских приложениях 
формирования изображения, образы мо­
гут быть большим как 100000x100000.

Параллельная Реализация Данных 
состоит в их разделении на «куски» дан­
ных таким образом, чтобы каждый 
«кусок» обрабатывался отдельной рабо­
чей станцией.

Используя РСТ, данные могут быть 
использованы двумя способами:

1) используется явное прохождение 
сообщения: Labs/Workers могут использо­
вать MPI, чтобы распространить данные, 
все распределения данных должно про­
граммироваться пользователем;

2) использование распределенных 
массивов: РСТ  управляет связью, необхо­
димой для того, чтобы организовать дан­
ные через Labs/Workers. Пользователь 
определяет дистрибутивный образец.

Создание распределенных массивов, 
типы распределений. MATLAB поддержи­
вает следующие типы схем распределе­
ния:

- Id -  распределение вдоль одного 
измерения, поддержка для всех массивов. 
Распределение данных не циклически 
вдоль одного измерения;

- 2d -  распределение вдоль 2-х из­
мерений. Поддержка только для 2D мас­
сивов. Распределение матриц вдоль 2-х 
измерений. Распределение по умолчанию 
есть Id -массив, распределенный вдоль 
колонки.

Связи между рабочими станциями 
(Labs). РСТ  имеет следующие функции 
для пересылки данных между labs: 
labSend -  послать данные к lab - lab- 
Send(data, destination); 
labReceive -  получить данные от другой 
lab - data = labReceive(source); labSendRe- 
ceive -  мгновенно послать и получить 
данные, эта функция позволяет избежать



ту-пика со связями между labs - data = lab- 
SendReceive(labTo, labfrom, data).

Параллельные вычисления могут 
быть описаны последовательностью 
шагов:

1) от каждого клиента PC  требуется 
вычислительная задача, созданная с ис­
пользованием РСТ;

2) менеджер работы обеспечит уп­
равление задания на конкретных рабочих 
станциях, где Matlab MDCE  должен быть 
установлен;

3) после окончания работ менеджер 
соберет все ответы от рабочих станций и 
пошлет их клиенту.

Выводы
Моделирование нечетких перемен­

ных тензорами четных рангов позволяет 
свести все операции нечеткой математики 
к матричным операциям. Показано эф­
фективность параллельного выполнения 
операций нечеткой математики в среде 
pMatLab.
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