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Кубицкий В.И.

ДЕКОДИРОВАНИЕ ДВОЙНОЙ ОШИБКИ КОДОМ ЛАГРАНЖА 
ГосНИИ «Аэронавигация» (Россия, Москва)

П оказано, как с помощ ью кода Л агранж а мож но исправлять двойные недвоичные ошиб­
ки. Разработ аны  алгоритмы декодирования, использующ ие различные процедуры вычис­
ления контрольных символов. Выводятся ключевые уравнения синдромов кода Л агранж а  
для этих алгоритмов.

Известны описанные Питерсоном 
[1] и Берлекэмпом [2] эффективные для 
кодов Боуза-Чоудхури-Хоквингема (БЧХ- 
кодов) алгоритмы декодирования, соглас­
но которым декодирование разбивается 
на следующие основные этапы:

1) вычисление синдрома;
2) вычисление элементарных сим­

метрических функций;
3) определение номеров позиций 

ошибок;
4) вычисление значений ошибок.
В [3] показано, что коды Лагранжа 

изоморфны кодам Рида-Соломона (РС- 
кодам), которые являются частным случа­
ем БЧХ-кодов. Поэтому очевидно, что 
для декодирования кодов Лагранжа ха­
рактерны этапы, на которые разбивается 
декодирование БЧХ-кодов. Однако коды 
Рида-Соломона отличаются от кодов Ла­
гранжа процессами кодирования и деко­
дирования, что объясняется тем, что 
сравниваемые коды представляют кодо­
вые векторы одного и того же ^-мерного 
пространства Ец, представленные в раз­

личных базисах. Этот факт может слу­
жить основой для модификации преобра­
зований в процессах кодирования и деко­
дирования кодов Лагранжа. Поэтому од­
ним из важных представляется решение 
задачи разработки и модификации проце­
дур и алгоритмов декодирования кодов 
Лагранжа.

В [4,5] выведены ключевые 
уравнения синдромов кодов Лагранжа 
при декодировании многократных 
ошибок с использованием различных 
алгоритмов вычисления контрольных 
символов. Однако в этих работах не 
описана последовательность вычислений

при декодировани определённого 
количества ошибок.

В [6,7] предложены алгоритмы и 
устройство декодирования одиночной 
ошибки кодом Лагранжа, из которых 
видно, что при таком декодировании не 
требуется вычисление элементарных 
симметрических функций, т.е. 
отсутствует один из этапов алгоритмов 
декодирования Питерсона-Берлекэмпа.

Рассмотрим декодирование двойной 
ошибки кодом Лагранжа.

Пусть кодовое слово определяется 
полиномом

.9+4

д * ) = Х у ;4 и г ( * ) >
/=0

где /  - символ кодового слова; 1}рит(х) -  
фундаментальные полиномы Лагранжа;
5 = {л0, . . . ,  л\ } -  множество информаци­
онных узлов мощности к; 
Т = {д , /?,, Дэ, Д ,} -  множество контроль­
ных узлов мощности 4.

Введём ошибки 5: и 8, в г, -ю иЧ ‘2 1
/2 -ю позиции кодового слова соответст- 
венно. Тогда искажённый полином будет 
иметь вид:

7 М = /О) + (л) + б1г (х) =
.?+4

= Е /  С м + С м + А  С « =
1=0

= Е / 4 г » - м -

Исправить ошибку можно с помо­
щью алгоритмов, основанных на разрабо­
танных в [4] алгоритмах вычисления кон­
трольных символов при декодировании
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кода Лагранжа. Здесь рассмотрим деко­
дирование с использованием последова­
тельных алгоритмов А2 и АЗ.

Последовательный алгоритм 
декодирования А2

Этот алгоритм заключается в вы­
полнении следующих действий.

1) вычисляются значения искажен­
ного полинома в контрольных узлах.
Для 1 -го контрольного узла имеем:

/ ( / > , ) = ! ; / ^ ’м )=/=0

= - Х 7 П  ( * , - А ) / ( А - А ) -
!=0 1=2

При вычислении значений искажён­
ного полинома / (х) во 2-ом, 3-ем и 4-ом 
контрольных узлах кроме информацион­
ных символов / .  принятой кодовой по­
следовательности используются вычис­
ленные значения /* (А )>  / * ( А ) ’ /* (А )  
этого полинома в предыдущих контроль­
ных узлах:

/ ' ( а ) = [ Е / + / ' ( л ) ] ^ ( а ),
/=0

А «  ^ + / ‘( а  ) + А л )] 4 , ’о?,) ,
1=0

/■ (А )  = £ /  + / ' ( « )  + / '  <А) +
;=0

где 5, = 5 и { д } ,  52 = 5 и { /3 ,,^ 2},

53 = 511 {/?!,&,&}>

4? (&)=-П  (х< - а ) ~ ) ’
/=з

^ ( / ? 3) = - (х ,-Д ,) /( /? 3- /? 4) ,

4 3,(а ) = -1 ;
2) определяются значения невязок:

л , = 7 ( д ) - / * ( а ) ,  

я 2 = 7 ( ю - Г ( ю  , 

л3=7(а )-/*(а ). 
ъ = / ш - г м ,

где / ( / ? ,) ,  Л /? 2) ,  Л /?з), Д /?4) - значе­
ния контрольных символов принятого со­
общения.

Если ^  = Я2 = 7?3 = /?4 = 0 , то оши­
бок нет;

3) вычисляются величины синдро­
мов:

()0 = ^  + Я2 + + Я4,

0\ ~ + Я2/?2 + ЩРъ + ^4 А  ’

02 = + ^ 2 ^  + ^ 3 +  ^4^4 ’

£?3 = 1̂ А3 + ^2/^2 + а д 3 + ^4^4 •
Переходим к определению места и 

величины ошибок;
4) вычисляется определитель мат­

рицы:

М  =
е» Q̂ 
а  а

= е 0е 2 - а 2 -

Если \м\ Ф 0 , то количество ошибок 

равно 2, и выполняем пункт 5 данного ал­
горитма. Если \М\ = 0, то количество
ошибок не больше 1, и выполняем пункты
6 (формула 2) и 7 (формула 4) данного 
алгоритма. Эти условия следуют из тео­
ремы 9.9 [1];

5) определяются нормализованные 
элементарные симметрические функции.

Выполняется известным из [1] спо­
собом, используя соотношения

6 о̂ 2 6 1^ 1 0 2  — 0  ’
0,\(->2 0-2^\ бз — 0 •

Эти уравнения будут разрешимы, если 
матрица

М  = а  а
Q̂  02

будет невырожденной, т. е. определитель 
матрицы \М\ ф 0 (теорема 9.9 из [1]).

При \м \ Ф 0 вычисляются элемен­

тарные симметрические функции



ж

б о  ~ б 2

а  - а

СГ., =

|М|

- 6 2  б  

_  б з  6 2

б А - б о б з  

боб2 “ б!2

б,бз ~ б 22 
боб2- б і

Вычисление величин <7{ И сг2 мож­
но также производить с помощью итера­
тивного алгоритма Берлекэмпа [2];

6) определяются номера позиций 
искажённых символов.

Реализуется с помощью алгоритма 
Ченя [8] или непосредственным решени­
ем уравнения

X + СГ.Х + сг, = О (1)

Известен и более быстрый, по срав­
нению с алгоритмом Ченя, метод Берле­
кэмпа [2], который, однако не работает в 
простом поле. В [9-12] предложены ме­
тоды, также позволяющие ускорить про­
цедуру Ченя.

Обычная формула для решения 
квадратных уравнений не работает в поле 
СР{2т). Поэтому для непосредственного 
способа решения уравнения (1) можно 
привести ссылки на следующие литера­
турные источники [2, 13-15], в которых 
освещается вопрос о разложении много­
членов над конечными полями.

Если имела место только одна 
ошибка, то номер ошибочного узла опре­
деляется из соотношений

б о  =  $ * ■ " ,  

Отсюда

б, = 5их =Q0x

Х і, ~  б |  / б о  ’ (2)

7) вычисляются величины ошибок. 
Решая систему из двух уравнений

8. + 8- = Оп, 8, х, + 8. х  -  ()/] І2 “ і| І] її 12 -2̂ 1

получим

= ( 0 о \  -б ,) / ( -Ч  - х . )  

= ( б 1- б „ ^ | ) / ( ^ 2 -  )
(3)

Если произошла одна ошибка, то

= б 0 ; (4 )

8) производится коррекция иска­
жённых символов:

Г = {  - 8  .^ 1-, -'ь ь

Последовательный алгоритм 
декодирования АЗ

Для реализации этого алгоритма не­
обходимо выполнить следующие вычис­
ления.

1) вычисляются значения искажён­
ного полинома в контрольных узлах.

Для 1-го контрольного узла имеем:

я 4

/=0 1-2

При вычислении значений искажён­
ного полинома / ( х )  во 2-ом, 3-ем и 4-ом 
контрольных узлах кроме информацион­
ных символов (] используются значения

/( /? ]) , 7 (^ 2) ,  7(/А ) контрольных сим­
волов принятой кодовой последователь­
ности:

1=0

/' < А) = Ё 7  + /(А) + 7( А)] 4 ’ (А).
7 =  0

Г(а )=[17+7( а)+7(а )+
/=о

+ 7 ( /? з ) ]4 ? ( л ) ,

где 5, = 5  и  {а}, 5, = 5 ,и{у?1,/92}, 

£ 3 = 5 и { А , / ? 2, /?з},

^  (А) = ~П (̂1 ~ А) 7( А - А) -
1=2,

££’<А) = - ( * , - А ) / ( А , - А ) ,

2) определяются значения невязок:
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символов производится аналогично по­
следовательному алгоритму А2.

На рис. 1 показана блок-схема алго­
ритма программы исправления двойной 
ошибки по алгоритму АЗ (при 
1}‘\ х ) = const, ръ = 1, у?4 = 0).

В табл. 1 приведены формулы для 
определения количества операций в поле 
G F (2 m) при вычислении синдромов Q fi

(с учётом операций при вычислении невя­
зок R j ) с использованием различных ал­
горитмов вычисления контрольных сим­
волов (параллельного - А 1, последова­
тельных - А2, АЗ).

Анализируя таблицу, приходим к 
выводу о том, что применение последова­
тельных алгоритмов при коррекции двой­
ных ошибок уменьшает объём вычисле­
ний по сравнению с параллельным алго­
ритмом. Процедура декодирования упро­
щается также за счёт возможности анали­
за величины определителя матрицы син­
дромов \м\.

Таблица 1. Количество операций в поле СР(2т) при вычислении синдромов О,

О
пе

ра
ци

и Коэффициент

i w ( ^ )

Параллельный
алгоритм

Последовательный алгоритм

алгоритм Al алгоритм A2 алгоритм A3

Ф

L{,)(Pj) Ф const 00
 

a 1 00 I n - A 7 n

L{,)(Pj) = const An — A An+ 2 An —A

l}l\ P j )  = const

a 3 = 1, a 4 = o
An- 7 A n - \ A n - 1

<8>

L(‘\ P j ) Ф const \ 2 n - 2 A 3 n+9 3n + l l

L(,) (p j ) = const An —A 3n + 3 3 n

L[,)(P j) = const

A = l .  A = 0

01s 3 n - 3 3 n - 6

© L(l)(Pj) * const 4 3 3

L{,)(Pj) = const 0 0 0

Л = Л А ) - Г ( А ) ,

R2 = f ( P 2) - f ( P 2) ,

Ri = Д А ) - Г  ( Л )  ,

д 4 = / ( а4) - / ч а 4) ,
где / ( / ? ,) ,  Д р 2),  7 ( Р3),  / (А ,)  - значе­
ния контрольных символов принятого со­
общения.

Если ./?, = R2 = R3 = R4 = 0 , то оши­
бок нет;

3) вычисляются величины синдро­
мов:

Qo =  К  >

е , = R4P4 +R3(P3 -yff4),

Qi ~ R*pI + *3 (Рз -  pI ) + 
+ R2(p2 - A 3)(A2 - a 4),  

Qi = R4P4 + R 3 (Pl -  p\  ) + 

+ Ri (Pi ~ Ръ )(A2 ~ Pa )(A2 + Pi + P4 ) +

+ Rl(pl - P 2)(P -A 3)(A - A 4);

4) вычисление определителя матри­
цы \M\, определение нормализованных 
элементарных симметрических функций 
(о -! , сг2), места (Зс(. , Зсг ) и величины (с>. ,

Sj ) ошибок, исправление искажённых
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Рис. 1. Блок-схема алгоритма программы декодирования 2-ой ошибки
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Выводы
Разработанные математические вы­

ражения и алгоритмы декодирования кода 
Лагранжа позволяют реализовать исправ­
ление двойной ошибки программным и 
аппаратным способами. При этом приме­
нение последовательных алгоритмов тре­
бует меньшего объёма вычислений по 
сравнению с параллельным алгоритмом.

Этапы декодирования кода Лагран­
жа соответствуют этапам алгоритмов де­
кодирования, разработанным Питерсо- 
ном-Берлекэмпом. Это даёт возможность 
использовать известные и эффективные 
процедуры (например, алгоритм Ченя) 
при декодировании кода Лагранжа. Воз­
можность анализа величины определите­
ля матрицы синдромов позволяет упро­
стить декодирование.
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