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УДК 621.391.251:681.3.06
Кубицкий В.И.

ДЕКОДИРОВАНИЕ МНОГОКРАТНЫХ ОШИБОК КОДАМИ
ЛАГРАНЖА

ГосНИИ «Аэронавигация» (Россия, Москва)
Показано, как с помощью кодов Лагранжа можно исправлять многократные недвоич
ные ошибки. Выводятся ключевые уравнения синдромов для различных алгоритмов коди
рования, применяемых при декодировании ошибок

Известно множество кодов для ис
правления многократных недвоичных 
ошибок, к которым можно отнести широ
ко известные коды Боуза-Чоудхури- 
Хоквингема (БЧХ-коды) и коды Рида- 
Соломона (PC-коды) [1, 2], а также коды 
Лагранжа [3]. Процедуры декодирования 
БЧХ- и PC-кодов достаточно полно ис
следованы и описаны во многих публика
циях. Для кодов Лагранжа процедура ис
правления многократных ошибок приво
дится в [4].

Покажем, как можно модифициро
вать эту процедуру, применяя алгоритмы 
кодирования, разработанные в [5, 6].

Пусть S = {х0, • • •, xs} -  множество 
информационных узлов мощности к\ 
Т = {/?,,•••,/?.} -  множество контрольных 
узлов мощности г. Величина г выбирает
ся в зависимости от количества возни
кающих в кодовом слове ошибок t и 
должна быть не меньше, чем 21.

Пусть также S ,T  cz Fq -  подмноже
ство поля F  , Р = S  U Т -  подмножество
мощности п = к + г .

В процедурах декодирования мно
гократных ошибок кодами Лагранжа ис
пользуются алгоритмы кодирования этих 
кодов.

Алгоритмы кодирования для 
процедур декодирования много
кратных ошибок

Алгоритм А1: При вычислении
значений искаженного полинома / ( х ) в 
контрольных узлах используются только 
информационные символы f\ принятой 
кодовой последовательности:

1=0

где ^ ( ^ )  = - П д ^  -  фундамен
ті Pj ~ Pi 
i * j

тальные полиномы Лагранжа в контроль
ных узлах; S -  {х0, • • •, xs}.

Назовем такой алгоритм кодирова
ния параллельным алгоритмом А1.

Алгоритм А2: При вычислении
значения искаженного полинома /(х )  в /- 
ом контрольном узле кроме информаци
онных символов f t принятой кодовой по
следовательности используются вычис
ленные значения /*(/?._,) этого полино
ма в предыдущих (/-1)-ых контрольных 
узлах:

/ '  (Р, ) = £ 7  + £  / ‘(А )] L"' (А,),
/=0 А =1

h<j

где = -  ҐІ Х‘ Я -  фундамен-
i = j + i P j  P i

тальные полиномы Лагранжа в контроль
ных узлах; Sм  = S U {$,-■•, Р}_х {;
x i е-  s j - 1 •

Назовем такой алгоритм кодирова
ния последовательным алгоритмом А2.

Алгоритм АЗ: При вычислении
значения искаженного полинома / (х) в j- 
ом контрольном узле кроме информаци
онных символов принятой кодовой по
следовательности используются принятые 
значения /(/?._j) этого полинома в пре

дыдущих (/-1)-ых контрольных узлах:

Г(А,) =
/=0

Назовем такой алгоритм кодирова
ния последовательным алгоритмом АЗ.
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Алгоритм А4: При вычислении
значения искаженного полинома f ( x ) в 
(г-1) контрольных узлах используются
только информационные символы /)

< f i X ) \ p F (x)

Ps(x)

где

< У(*)| PF ( х) < /Х*)| Ps (x)

РЛх)

принятой кодовой последовательности 
(алгоритм А1), вычисление значения это
го полинома в г-ом  контрольном узле 
производится с использованием инфор
мационных символов j\ принятой кодо
вой последовательности и вычисленных 
значения этого полинома в пре
дыдущих (/-1)-ых контрольных узлах (ал
горитм А2):

/ ’(/»,) = ~ X f 4ЧР,), і  = їГ^ ї,
і=0

i=0 j= l

Назовем такой алгоритм кодирова
ния параллельно-последовательным алго
ритмом А4.

Рассмотрим ключевые уравнения 
синдромов для декодирования много
кратных ошибок с применением приве
денных алгоритмов вычисления кон
трольных символов f*  {р] ) .

Условия правильности при
нятого кодового слова

Утверждение 1. Кодовый вектор
< f ( x)\ г, (х) принадлежит (и, А:)-коду Ла
гранжа тогда и только тогда, когда для 
любого flj є Т справедливо равенство:

Рр(х ) =  p s ( x ) =  П ( Х_Х‘)
XjGSljT x^S

Преобразуем это уравнение.

< f ( X ) \ p F ( x ) ~  ^ /Х*)] Ps (x)  =  

x f є F  I,ej

= Х № (*)+  ’L f A ’W-
Xj e S  X j € T X, € S

= ' Z f , L f ( x ) L T( x )  +
x ^ S

+ Z , f , L s ( x ) 4 > ( x ) - £ f , 4 ’( x )  = 0.
x/ - f i j  e T x, eS

Здесь
U)(x) = ( x - x 0) . . . ( x -x i_1X x - x M) . . . ( x -xJ) 
s (a - x 0)...(xi - x I+l) ...(x ,-x t) ’ 

L  (* -* o ) ...(s -x ,) ...(x -x ,)
(*/ - x 0)...(x; - x t)...(xt - x s) ’

-(,•). , = ( x -  Pi) . . . (x-PM ) ( x - p j+l) . . . { x -pr)
(*, -  Д )...(x; - ){xt - Pj+X) ...(x,.

LT( x ) =  ,
( х , - р , ) . . . ( х , - Л )

Для любого х = Pj будет LT(x) = 0 и

X f  W /> *?’(/»,)-X/, 44A )= o,
X i = p j e T  x ^ S

/(/?,) + X f ^ f * , ^ 0 ’ У = (0
л,є5 ,ч

где І ;"  (*,)= п (ХІ -  Pi V( A -P,) .
>,’ T,

Tt = T \ \ f i „ . . T  = f a , . . . , p , } ,  

S H = S U  f a , .

Доказательство. Известно [1], что 
кодовый вектор
< /(* ) I pF(x ) ) ^ ( f o ’---’fn-1) представляет
неискаженное кодовое слово тогда и 
только тогда, когда:

где f ( P j )=  Ls(Pj) ^r ( Pj )  -  при-
x,=Pj T̂

нятые значения контрольных символов; 
X f  L(j \ P j )  -  вычисленные значения
xteS

контрольных символов.
С учетом того, что

L(y (P j ) = - P j )(xl) , получаем:

/ ( Л > + Е -Л 4 " (* ,> = о . (2)
Xj є S

Это равенство справедливо для слу
чая применения параллельного алгоритма 
вычисления контрольных символов.
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Так как контрольные символы, вы
численные согласно параллельному и по
следовательному алгоритмам, одинаковы,

Т-Є- Yif i  4 ^  (** ) =  £  f  ) ’ Т0
хі є  S хj є  S y_i

Я Р , ) *  Е Л 4 - Ч * , )  = <>-

Что и требовалось доказать. 
Равенство (1) справедливо для слу

чая применения последовательного алго
ритма вычисления контрольных симво
лов.

Утверждение 2. Кодовый вектор 

< / 0 ф и * )  принадлежит (и, &)-к о д у  Ла

гранжа тогда и только тогда, когда для 
лю бого Pj є  Т справедливо равенство:

я р , ) *  Е л  4 V , ) = о , у = ,

(3)

/ сд-m Z./;+ £ м > ]= °-
і =0 7=1

Доказательство. При доказатель
стве утверждения 1 было показано, что

/(Л>+ ЕЛ4''(*,) = 0, 7 = й .
хгє S

Запишем это равенство в виде двух  
равенств:

Л ( ^ ) + Е л 4 ' ’( - 0  = о ,  7 = Г Г Л ,  

/ < д . ) + Е л 4 > , ) = о ,
Xj є  5

где Е л  } (х ;) вычисленные значения
х, є S

контрольных символов в (г -1) -ых кон
трольных узлах;
Е л  Lт\ хі) -  вычисленное значение

S

контрольного символа в г -ом  контроль
ном узле.

Так как контрольные символы, вы
численные по параллельному и парал
лельно-последовательному алгоритмам  
кодирования, равны, то получаем:

я р , ) *  Е л  = о , 7 = ,
х ( є S

/(Л)+[Ёл+Е/<№°,
i = 0 y —l

5 г—1
где + ^ / ( / ? . ) ]  -  вычисленное зна-

(=0 7=1

чение контрольного символа в г -ом кон
трольном узле.

Что и требовалось доказать.
Равенства (3) справедливы для слу

чая применения параллельно
последовательного алгоритма вычисления 
контрольных символов.

Докажем ещ ё одно утверждение.
Утверждение 3. Кодовый вектор 

с  / (х)| pF(X) принадлежит (и, к) коду Ла

гранжа тогда и только тогда, когда для 
лю бого pj  є  Т справедливо равенство:

Е л  *,"=<>, <4)
X, eSUr

Доказательство. Умножая обе час
ти равенства (2) на Р ? (ju = 0 , г - 1 )  и 

суммируя по pj є  Г , получаем:

Е ЕЛ4'’(*М' + ЕЛЛ)Л' =
Pj є  Т xt є  5" Pj є Т

= Ел Е4Лоо/?; + Елол)-»,—0-
Х( Є P j^T  Pj є Т

Так как '^Pp( x i)Pj  =  x f ,  то име-
P jcT

ем Х / хГ = ° -
-V,

Что и требовалось доказать.
Из доказательства утверждения 2 

также следует равенство:

Ел х? = яр,)* Е л 4 ’(*,)=о. <5)
x^eSU T1 х,■ S

Выражения (1), (2), (3), (4) являются 
условиями правильности принятого кодо
вого слова для различных вариантов де
кодирования.

Ключевые уравнения синдро
мов для декодирования много
кратных ошибок

Если кодовое слово, закодированное 
кодом Лагранжа, подвергается воздейст
вию аддитивной ошибки /  с  S U Т , под 
которой будем  понимать полином:
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ЯІ( х ) = ' £ б Д \ х ) ,  \l\ = t,
х , є /

то полином, соответствующий искажен
ному кодовому слову, имеет вид:

f ( x )  = f ( x )  + SI(x).

Уравнение синдрома записывается в 
виде разности полученных /( /? .)  и вновь

вычисленных /*(/? ,) контрольных сим
волов:

R i = f { P j ) - f \ f i J ),  j  = u .  (6)

Величины определяются с
использованием процедур кодирования. В 
зависимости от того, какой алгоритм ко
дирования применяется, меняется вид 
ключевого уравнения.

В [4] показано, что ключевое урав
нение синдрома для декодирования t- 
кратных ошибок имеет вид:

Q„ = , (7)
Х;ЄІГ\Р

где
/  ̂= о 7 г ї ;  (8)

Pj є Т

Si -  величины ошибок; xt -  номера оши
бочных узлов.

Это ключевое уравнение получено 
при вычислении значений искаженного 
полинома f { x )  в контрольных узлах с 
использованием только информационных 
символов f  принятой кодовой последо
вательности (алгоритм А1).

Выведем ключевые уравнения син
дромов для декодирования многократных 
ошибок кодом Лагранжа при использова
нии последовательных и параллельно
последовательного алгоритмов вычисле
ния контрольных символов. Для этого до
кажем следующие утверждения.

Утверждение 4. Для последова
тельного алгоритма А2 вычисления кон
трольных символов ключевое уравнение 
синдрома для декодирования ^-кратных 
ошибок имеет вид:

Q„ = Z W , (?)
Х:ЄІГ\Р

где
Q .=  YaRjPi ’ Л = 0 j ^ v ,  (10)

P j * T

5І -  величины ошибок; xt -  номера оши
бочных узлов.

Доказательство. Уравнения син
дрома (6) для последовательного алго
ритма А2 вычисления контрольных сим
волов имеет вид:

/(/?;)+ ЕЛ 4?(*,) +
х, е Х у_,

Так как контрольные символы, вы
численные согласно параллельному и по
следовательному алгоритмам, одинаковы, 
то это выражение будет следующим:

/ ( А ) + Е Л 4 л (х,)+
є S

+ Y 4a i L f { x i) + yj = R j *  0.

С учетом условия правильности 
принятого кодового слова (2) имеем 
уравнение:

Rj = ' Е а Д )(х,) + Г ; ,
ДҐ, € /0 5

где щ , Yj -  величины ошибок в инфор
мационных и контрольных узлах соответ
ственно.

Умножая обе части уравнения на 
Р? и, просуммировав по /Г е Т , полу
чим:

Е АА " - І  I » . А '  - I г ,а"*
Р,*Т  Pj^T

х , є / П  S f i j e T  Pj<=T

С учетом равенств

И

Г= 0 , если ХІ ,Р] £ І ,
' | ^ 0 ,  если х,-,Ду е /

имеем
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5 > у /? ;=  2 > ,.х Г +  I L r j P j -
Р j є Т х , є / П 5  P j ^ m r

Обозначая = Y j Rj (3f- , получим
P^T

Qfl = 2 > , * f  + YjjP4=  *«'■
х , є / П 5  P j ^ m r  ДГіЄ/ГК^иГ)

Что и требовалось доказать.
Утверждение 5. Для последова

тельного алгоритма АЗ вычисления кон
трольных символов ключевое уравнение 
синдрома для декодирования ^-кратных 
ошибок имеет вид:

Q,= (П)
х, є / ( IS j

где

Qu=*.

ф(0ц)=і ,  фім)=-  Ё а , . . . ,
Z-r-fl +1

< * Г = (- іг  П а .
2 = r - / j f+ l

x ^ m s j  p , e T j

А Е ^ Г " =  Е ^ Е й "1*."'"
т= 0 х; є / П 5 у т = 0

H = r - j .

Так как ф̂ м) = 1 при т = 0, то запи
шем:

а д ' ' + А - £ й “7 Г ’ =
т=1

= Ез*.'* ЕзЕЛ"’хГ" =
x ^ i n S j  X j t l C l S j  rn= 1

= Еа*/,+1>“ Ез*.' =
х ^ є /П У ,  m-1 X j -e / f l ^ -

= Е ^ ' + Ё ^ ’а . - . -
д^-є/ПЗу m-1

где

о  = У ^ - и ./  л і і
x ^ i n S j

Отсюда:

Доказательство. При наличии ?- 
кратной ошибки уравнение синдрома (6) 
записывается в виде:

п р , )+ Е / А ^ . > +
х ,є 5 у ,

+ Y j д  (х, )+у j = Rj * 0 ’
х, є /П ^ _ ,

где at— величины ошибок в информаци
онных и (/-1)-ых контрольных узлах; Yj -
величина ошибки в у-ом контрольном уз
ле.

Учитывая равенство (1), получим:

Rj =
х, є / n S j - і

Произведем преобразования:

А П < А - А ) =
Pi T̂j

= Е “ . П < х , - А ) + г . П ( А - А ) =
х̂ /П̂ -і Pi<=Tj

R, РЧ + Е *“ РТ - У  ф “'0  =f.i-m
т= 1

= E < w .
Х̂е/ПУ/

Вводя обозначение

а , = а р ч + % ф т р
(/') /?/'-'« Е Л " 'е ,

т-1 т-1

получим

е „ =  E < w -
X,-є/nS;

Что и  требовалось доказать.
Для фиксированных узлов интерпо

лирования выражение (12) принимает 
вид:

a , = - w <13)т=1
где

\ =  РЧ ^ФЧЧ'РЧ'" = const
m-1

И

=  c o n s t .
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Утверждение 6. Для параллельно
последовательного алгоритма А4 вычис
ления контрольных символов ключевое 
уравнение синдрома для декодирования t- 
кратных ошибок имеет вид

Q, = £ < W  > О Л
х, е / П Р

где
/< = 0, г -1 ;  (15)

Р^Т

Si -  величины ошибок; х; -  номера оши
бочных узлов.

Доказательство. Справедливость 
этого утверждения следует из положения
о том, что значения /* (/Г ) ( j  = 1 ,r) , вы
численные согласно алгоритму А4, равны 
значениям найденным по алго
ритму А1.

Утверждение 7. Ключевое уравне
ние синдрома для декодирования t- 
кратных ошибок имеет вид:

й„ = Т.ел -  о«>
л ,-є /П (5иГ)

где
й„ = ! . / , < .  /1 = 0 7 ^ 1 .

х, є SUT

Доказательство. В силу равенства 
(5) и при наличии ошибки имеем уравне
ние:

х, є S

где

f {Pj )  = f i f i j )  + rj ,  7, =/,+<*,-

Умножив обе части этого уравнения 
на и просуммировав по є Т , полу
чим:

P j * T

Z 7  Х 4 л (х ,)/» ;+  1 М ) Д ’ =
P j e T

х ,є5  P j^ T

x ? =  X 4 '4 x,)/S'-
Pj*T

Так как в соответствии с (8) и (10) 
,/?? = , то имеем соотношение для

Р , е Т

вычисления величин синдромов

е„ = X7*f. //=0^ ,  (и)
X, є  S U r

которое не требует определения значений 
/* (/? .) искаженного полинома /(х )  в
контрольных узлах.

Преобразуем выражение (17). С учё
том равенства

Г = 0 , если X,- , Pj £ I  ,
1 j^ O , если х.,Д у e l

имеем

е, = la+«,w + т̂р,)+г,щ =
х , є 5  /9 ,-єГ

= £ / > '  + І ' 5.* .'-
x , e 5 U r  х , є / П ( 5 1 І Г )

Учитывая условие правильности 
принятого кодового слова (4), получим

Q,= •
х , є / П ( 5 и Г )

Что и требовалось доказать. 
Отметим, что соотношение (17) ана

логично соотношению для вычисления 
величин синдромов PC-кодов, а значит, 
величины Q кода Лагранжа могут быть
вычислены теми же способами, которые 
применяются для определения величин 
синдромов РС-кодов.

Вычисления в соответствии с (17) 
назовем стандартным алгоритмом опре
деления величин синдромов кода Ла
гранжа.

Приведенные выше выкладки и 
уравнения справедливы для полного кода 
Лагранжа (F = Fq , n - q ) .  Для неполно
го кода (F czFq , п < q) [7] справедливы
уравнения, выведенные для декодирова
ния ошибок и стираний кодом Лагранжа 
[8].

где
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Выводы
Полученные ключевые уравнения 

синдромов позволяют обнаруживать и 
исправлять многократные ошибки кодом 
Лагранжа для различных алгоритмов ко
дирования, используемых в этих проце
дурах.
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