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Рассматривается метод вычисления показательной функции в избыточной системе 
счисления при поразрядном вводе операнда и выводе результата, начиная со старших 
разрядов. Показана возможность применения указанного метода для уменьшения време
ни реализации последовательности операций, зависимых по данным

Введение
Известны итерационные методы 

вычисления элементарных функций 
«цифра за цифрой» [1-3]. Такие методы 
разрабатывались для применения в опе
рационных устройствах (ОУ) параллель
ного типа, вычисления в которых в общем 
случае могут осуществляться только при 
наличии всех цифр операнда перед нача
лом выполнения операции. В связи с этим 
при выполнении последовательности за
висимых по данным операций (когда ре
зультат предыдущей операции является 
операндом для последующей) нельзя на
чинать выполнение очередной операции 
до тех пор, пока не будет получен парал
лельный код результата предыдущей опе
рации, то есть указанные операции нельзя 
выполнять в режиме совмещения. Ука
занное совмещение можно осуществить 
при использовании квазипараллельных 
ОУ [4], обладающих следующими свой
ствами.

На каждом шаге вычислений в ОУ 
вводится по одному разряду операнда и с 
задержкой на несколько шагов формиру
ется один разряд результата, начиная со 
старших разрядов. Если операции, при
надлежащие последовательности, выпол
нять с помощью указанных ОУ, то разряд 
промежуточного результата, полученный 
на і-м шаге, в одном ОУ, может быть 
использован на / +1 -м шаге в другом ОУ 
в качестве очередного разряда операнда. 
В этом случае выполнение каждой после
дующей операции начинается не после 
завершения предыдущей, а сразу после 
получения первого (старшего) разряда

результата этой операции. В связи с этим 
операции, принадлежащие последова
тельности нераспараллеливаемых опера
ций, выполняются в режиме частичного 
совмещения, что создает предпосылки 
для уменьшения общего времени вычис
лений по сравнению с ОУ параллельного 
типа. Методы выполнения ряда операций 
в режиме совмещения рассмотрены, на
пример, в работах [4, 5]. Ниже рассматри
вается возможность выполнения в ука
занном режиме операции Y = ах .

Теоретические обоснование 
метода

Как известно [3], при вычислении 
функции Y = а х методом «цифра за циф
рой» в параллельных ОУ, когда код аргу
мента представлен перед началом опера
ции всеми разрядами, аргумент может 
быть преобразован к виду

X  = log,Y, + ̂ , l o g A I  + 2-'), ( 1)
і - О

где 0 < А  < 1, Y0 <Y,  qt є  {0,1}, а функ
цию можно получить как

Е = У0П (1  + 2-'Г'. (2)

В данном случае с каждым шагом 
значение суммы

^ i ^ l o g - O  + Z-1) (3)
1=0

приближается к X ,  не превышая его, а 
результатом преобразования аргумента 
является последовательность q],q2,...qj ,

причем, qt є  {0,1}. Такой процесс называ
ется итерационным процессом со знако-
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постоянными шагами. Для преобразова
ния аргумента в параллельных ОУ в каж
дом цикле достаточно одной итерации [2 ].

Пусть операнд поступает в ОУ по
следовательным кодом, начиная со стар
ших разрядов. Поскольку в і -м цикле 
преобразования учитываются только по
ступившие старшие разряды операнда, то 
одной итерации в цикле может оказаться 
недостаточно, так как значение операнда 
может измениться при поступлении сле
дующих разрядов. «Неправильная» ите
рация і -го цикла должна быть исправлена 
в последующих (п -  г) циклах. Здесь под 
«неправильной» итерацией понимают 
такую итерацию, в результате выполне
ния которой увеличивается разность меж
ду значением частичной суммы (3) пре
образования операнда и истинным значе
нием операнда на і -м шаге.

Для функции Y = a x условие ис- 
правляемости будет иметь вид

Х , + х ы 2 -<“ ><Л,_| +

+ (& + l)lo g a(l + 2 '). (4 )

где X t -  код, содержащий только і 

старших разрядов операнда, хм  -  оче

редная цифра операнда, R. -  значение
частичной суммы (3), полученное в ре
зультате выполнения (к + 1) итераций в 
і -м цикле, к  -  максимальное количество 
итераций, которое необходимо выполнить 
в /-М цикле, чтобы скомпенсировать ос
таток предыдущего цикла и цифру опе
ранда, поступившую в текущем цикле.

В двоичной позиционной избыточ
ной системе счисления с цифрами {0 ,1,2} 
для выполнения неравенства (4) наиболее 
неблагоприятным является случай, когда 
(X,- ~ Л,--,) = log„ (1 + 2 - ™ ) ,  х /+1 = 2.  То
гда с учетом log а z — In z / 1п я неравенст
во (4) принимает вид

1п(1 + 2 +

+ 2 ',1 п ж (*  + 1)1п(1 + 2“').

Используя разложение в ряд Тейло
ра функции 1п(1 + у ) , можно определить 
к для различных а . Например, для

а -  10 необходимо выполнять до 4-х ите
раций в цикле (к — 4 ), для функций
Y - е х и Y = 2х - д о  двух итераций
(к = 2).

Преобразование операнда и вычис
ление функции производится таким же 
образом, как и для устройств параллель
ного действия по формулам (1) и (2) с 
той лишь разницей, что qi є{0,1...&}. В
этом случае вычисление Yt представляет 

собой qr  кратное сложение числа с этим 
же числом, сдвинутым на і разрядов. На
пример, для qi = 2 справедливо

Y - Y  + ?~‘Y Y = Y  + 2  ~‘Y4 ( 1 )  —  4 - 1  ^  Z  4 -  1> 4 ( 2) 4 ( 1 ) ^ ^  4 ( 1 ) -

Вывод результата осуществляется 
поразрядно, начиная со старших разрядов, 
причем для его представления в общем 
случае может использоваться избыточная 
позиционная система счисления с цифра
ми {0,1,..., t}.

При вычислении У по формуле (2) 
возможен случай, когда разряд результата 
у, превысит максимальное допустимое
значение t .  Чтобы этого не случилось, 
вывод результата необходимо произво
дить с задержкой на р шагов, которая оп
ределяется из условия

(t + l)2-i+p =(Yi - Y i_x) + Y:_i , (6)

где Y._x -  код, содержащий только 
(n — i + р ) младших разрядов Yt_x.

Для t = 2 с учетом (2) запишем со
отношение

3 * 2~‘+р > ((1 +  2~‘У  - 1) 4- Y'{_x,

из которого (для наиболее неблагоприят
ных значений qt - k ,  YiA =  а ,

Y-_x — 2~l+p+l) получим величину необхо
димой задержки

Р =]log2 а + log2 (((1 + 2"  )* -1 ) /  2">)[, (7) 

где ]А[ - ближайшее к А большее целое 
число. Таким образом, в г-м цикле выво
дится разряд результата с весом 2~‘+р. 
Для приведенных выше пределов измене
ния операнда 0 < X  < 1 результат содер
жит ]log2a[ разрядов целой части и п 
разрядов дробной части. Номер цикла,
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начиная с которого должен производить
ся вывод результата, определяется выра
жением

N = p-] \og2a[+\. (8)

Максимальная погрешность вычис
лений составляет А = Аг + Д2, где А, -  
погрешность первой части вычислений 
(преобразование аргумента), Л2 -  по
грешность второй части вычислений (не
посредственное вычисление функции).

В СВОЮ очередь А( = £ х + £ 2 , где 
г, -  погрешность, возникающая из-за от
брасывания членов бесконечной суммы 
преобразования аргумента, для которых 
i>n, а £•, -  погрешность, возникающая
из-за того, что константы loga (1 + 2~‘) не 
являются точными величинами.

Погрешность £х составляет [3]
£ х < (1/1па)2“" ^

Определим є2, учитывая, что кон

станты loga(l + 2~!) представлены с по-

грешностью, не превышающей 1 ,
причем, в каждом цикле может быть к 
итераций:

£2 < п к Т {тХ). ( 10)
Добавив / дополнительных разря

дов для представления констант 
loga(l + 2~'), можно уменьшить £г до 
любого наперед заданного числа, напри
мер, 2~<л+1). В этом случае из (10) полу
чим 2”(я+1) = к(п + /)2~(л+/+1). Отсюда

l=]\og2(k(n + l))[. (11)
Погрешность А, без добавления до

полнительных разрядов с учетом (9) и 
(10) составляет

Ах<(1/\па)2 п +пк2'(п+1). (12)

Добавив / дополнительных разрядов в 
соответствии с ( 11), получим

A) < (l/lna)2~" +2~(я+1). (13)

Погрешность А 2 возникает из-за 
выхода младших разрядов одного из сла
гаемых за пределы разрядной сетки в ре
зультате сдвига. Количество сдвигов m , 
которые не вносят этой погрешности, оп

ределим из выражения k ^ i  < п . Здесь
1=1

m

к'У і -  количество разрядов, на которые
1=1

единица из (-1)-го разряда продвинется 
вправо в результате выполнения m цик
лов, каждый из которых состоит из к

m

итераций. Так как = (т2 + т ) /2 ,  то
;=i

т найдем из решения неравенства 
(т2 + т) < 2п / к . Погрешность будут вно
сить п - т  циклов вычислений. Учиты
вая, что погрешность при сложении не 
превышает единицу младшего разряда, а в 
каждом цикле может быть к итераций, 
получим

Д2 < к { п -т )2 ~п. (14)

Погрешность А 2 можно уменьшить,
например, до 2ч "+1>, добавив в сумматор 
/, дополнительных разрядов. Тогда
2 -(п+1) =к(п + 1х - т ) 2~("+,,). Отсюда

h =]log2(2A:(« + /1 -m ))[ . (15)

Таким образом, погрешность вы
числения Y — ах без добавления допол
нительных разрядов с учетом (12) и (14) 
составит

А < (1/1па + \ .5пк-тк)2~",

а погрешность с учетом дополнительных 
разрядов для представления констант (13) 
и дополнительных разрядов сумматора 
(15) определяется выражением

A <(1/1па + 1 ) 2 '\

Таким образом, путем незначитель
ного увеличения объема оборудования 
можно получить более высокую точность 
вычислений.

Аппаратная реализация ме
тода

Рассмотрим устройство для вычис
ления функции Y = ех . Условие (5) в этом 
случае удовлетворяется при к = 2 , то есть 
в каждом цикле может быть от 0 до 2-х 
итераций. В соответствии с (7) и (8) опре
деляем задержку формирования разрядов 
результата р  -  N  +1 = 3 .
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Перед началом вычислений 
R0 = jCj 2_1, 70 = 1. В каждом / -м цикле 
поступает (7 +1) -й разряд операнда 
х і+] є  {0,1,2} и определяется значение 

суммы R: -  Л + хм  2“(,+1). Затем Д

сравнивается с 1п(1 + 2 !) или 21п(1 + 2 ')  
и вычисляется минимальная положитель
ная сумма

R, = R \ -<7,1п(1 + 2~' ) , 
где qj
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Таблица 1

І Н омер
такта

*,-+і Константа С М і (Р 1) С М 2 (Р2) сі п Уі
0 і 1 0.0000000

+0.1000000
0.1000000

і і 0 0.1000000
2 - і п а + 2 - 1) +1.1001011

0.0001011 01.0000000
3 - 1п(1 + 2~1) +1.1001011 +00.1000000

1.1010110 01.1000000
2 1 0 0.0001011

2 — 1п(1 + 2 2) + 1.1100100 
1.1101111 01.1000000 0 0 0

3 1 2 0.0001011
+0.0010000

2

- 1п(1 + 2~3)
0.0011011

+1.1110001
3 0.0001100 01.1000000

- 1п(1 + 2~3) +1.1110001 +00.0011000
1.1111101 01.1011000 0 1 1

4 1 2 0.0001100
+0.0001000

2

- і п а + 2 - 4)
0.0010100 

+ 1.1111001
3 0.0001101 01.1011000

- іп о  + г -4) +1.1111001 +00.0001101
0.0000110 01.1100101

+00.0001110
01.1110011 0 1 1

5 1 1 0.0000110
+0.0000010

2 0.0001000

3
- 1п(1 + 2“5) +1.1111101

0.0000101 01.1110011
- 1п(1 + 2 “5) + 1.1111101 +00.0000111

0.0000010 01.1111010
+00.0000111

10.0000001 1 0 2
6 1 1 0.0000010

+0.0000001
2 0.0000011

3
- 1п(1 + 2“б) +1.1111110

0.0000001 10.0000001
- 1п(1 + 2~6) +1.1111110 +00.0000100

1.1111111 10.0000101 0 0 0
7 2 - 0.0000001

3
— 1п(1 ч- 2  7) +1.1111111

0.0000000 10.0000101
-  1п(1 + 2 -7) +1.1111111 +00.0000010

1.1111111 10.0000111 0 0 0
8 10.0000111 0 1 1
9 10.0000111 0 1 1
10 10.0000111 0 1 1
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Выводы
Предложенный метод позволяет вы

полнять последовательности зависимых 
по данным операций в режиме частичного 
совмещения. Благодаря поразрядному 
вводу и выводу данных разряд промежу
точного результата, полученный на г-м 
шаге, в одном ОУ, может быть использо
ван на і +1 -м шаге в другом ОУ в каче
стве очередного разряда операнда.

В этом случае выполнение каждой 
последующей операции начинается не 
после завершения предыдущей, а сразу 
после получения старшего разряда ре
зультата этой операции, то есть с неболь
шой задержкой в числе шагов. Это созда
ет предпосылки для уменьшения общего 
времени вычислений по сравнению с ОУ 
параллельного типа.

Благодаря последовательному вводу 
и выводу информации сокращается необ
ходимое число внешних выводов ОУ, что 
дает дополнительные преимущества по 
сравнению с ОУ параллельного типа. В 
частности, при использовании ПЛИС со
кращается необходимое число ячеек вво
да-вывода. В свою очередь, увеличение 
числа свободных выводов ПЛИС повы
шает возможности использования функ
ционального ресурса микросхемы для 
другой аппаратуры.
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