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Розглядається застосування прикладних пакетів MathCad і MatLab до розв’язку задач 
про течії з вільними поверхнями в рідині. Використовуючи метод малих збурень і основні 
рівняння гідродинаміки ідеальної рідини, досліджуються форми вільних поверхонь в ріди
ні, яка наділена властивостями реальних рідин. Приведені програми задач в середовищах 
MathCad і MatLab, а також числові і графічні результати розрахунків

Вступ
В роботі [1] викладений метод роз

рахунку форми кавітаційних каверн, що 
виникають за тілами при їх руху в рідині, 
наділеній реальними властивостями. Там 
використано результат наближеного інте
грування системи диференціальних рів
нянь, який потім реалізувався за допомо
гою прикладного пакету MathCad. Проте 
викладений там метод можна застосову
вати тільки в обмеженому діапазоні зміни 
основних параметрів течії. Цей діапазон 
можна розширити, якщо інтегрування ви
конати чисельно за допомогою того ж та
ки пакету MathCad, або ще більш потуж
ного пакету MatLab. Саме це і є предме
том цієї статті.

Постановка задачі
Оскільки в цитованій роботі приве

дена система диференціальних рівнянь і 
коротко викладений метод її отримання, 
то тут ми почнемо саме з розгляду цієї 
системи. Будемо вважати, що швидкості 
руху значні і каверна досить тонка. Якщо 
ввести циліндричну систему координат 
х ,г ,3 , вісь Ох якої направлена вздовж 
осі каверни проти руху каверностворюю- 
чого тіла, то у площину спостереження 
х = Const в кожний момент часу t > 0 
будуть входити все нові і нові поперечні 
перетини каверни. При цьому мається на 
увазі, що у момент часу t = 0 у площину 
спостережень ввійшов перетин зриву 
струменів каверностворюючого тіла раді
уса RH, яке рухається вздовж від’ємної 
осі Ох з швидкістю V0 . Оскільки ми бу
демо вважати, що каверна знаходиться у

полі дії сили тяжіння, поверхневого натя
гу, а форма перетину зриву не 
обов’язково є кругом, то "радіус" довіль
ного перетину каверни в загальному ви
падку буде функцією як часу, так і кута 
З ,  який будемо відраховувати від верти
кальної осі Оу за годинниковою стріл
кою. Отже, покладемо

R(t,3) = R(t) + f ( t , 3 ) ,  (1)

де R(t)~  радіус поперечних перетинів 
осесиметричної каверни, яка утворюється 
за симетричним тілом, що швидко руха
ється, в ідеальній рідині, a /(/,$ ) -  це та 
деформація радіуса каверни, яка виклика
на різного роду відхиленнями умов течії, 
що відрізняє умови досліджуваної течії 
від течії за симетричним тілом в ідеальні 
рідині. Це можуть бути як властивості са
мої рідини (наявність сили тяжіння, пове
рхневого натягу, в’язкості), так і різні 
умови організації течії (форма кавітуючо- 
го тіла, його орієнтація в потоці, наяв
ність близько розташованих інших тіл 
тощо). Спосіб врахування всіх цих особ
ливостей течії описаний в роботі [2].

Розв’язок задачі
Точних формул для R0(t) не існує, 

але є достатньо точні наближені формули, 
що добре узгоджуються з експеримента
льними даними. Це, наприклад, формула 
Г.В.Логвиновича [3]:

R(t) = Rk ( y ) ^ l - a ( y ) ( \ - t ) 2 , (2)
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де

Rk{y) =
Cr(o-)
k{a)y

a(y) = 1
4,3 8 y

,k(y) =
cjc

l +  5 0 y 
1 +  5 6 ,2 /

Величина cx (a) -  це так званий кое
фіцієнт опору кавітуючого тіла, він зале
жить від числа кавітації ст. Так для каві- 
татора-диска вважають [3,4], що 
сЛ= с х0(1 + о), для конусів сх =сх0+а,  а 
сх0 -  коефіцієнт опору при нульовому чи
слі кавітації, його визначають експериме
нтально і приймають рівним сх0 ~ 0,82 . 
Коефіцієнт к (а) був знайдений Гузевсь- 
ким Л.Г [4].

Якщо збурення радіуса представити 
рядом Фур’є

ОО

/(^ •9) = X ■ ^ ) cos,г,9’ (3)п=0

то для визначення функцій f n(t) можна 
отримати систему диференціальних рів
нянь, яку запишемо у такій дещо спроще
ній формі [5,6]:

,  2 R ■ 2 f j 2
/ і  = ------ / і  + - '  - -  + 0 -,

1 R 1 R

■■ 2R ■ г / Д / ^ / з )  R
/ 2 = ------/2  -  — —  + —/ 2 + сг2,

2 R 2 R R 2 2

■■ 2R ■ 3 / , ( /2 - / 4) 2R ,
/ з  = - - - - - - - - - - / з  ~  ----- —  + ------ / 2 + С Г 3 ,3 R R R

г f -/„+) і (и-іуе f
Jn R Jn R R Jn (4)

Всі величини, які входять у рівняння 
системи (4), віднесені до півдовжини L 
осесиметричної каверни і швидкості V(l 
каверноствоюючого тіла. Так
п Ft Ґ /
R =— , t =——, де зірочками відзначені

L Р
розмірні величини.

Величини сг* залежать від поля си
ли тяжіння, поверхневого натягу та 
в’язкості. Так, наприклад,

L . 12/2 , .
а, = -----  , сг, = —— , де L -  півдовжи-

2 F r2 R 3We
на осесиметричної каверни, числа Фруда і

Вебера Fr = , а d
х

діа

метр перетину зриву, р  -  густина рідини, 
х -  коефіцієнт поверхневого натягу. У 
решті рівнянь подібні "силові" члени від
кинуті із-за їх незначної величини.

Рівняння (3) треба доповнити почат
ковими умовами. Якщо кавітуюче тіло є 
диском з радіусом RH, то в початковий 
момент часу відхилень від цього значення 
нема і тому / л (0) = 0 . Швидкість розши
рення цього перетину зриву теж дорівнює 
нулю: /„ (0) = 0.

Систему рівнянь (4) можна 
розв’язувати, наприклад, методом Рунге- 
Кутти. Якщо це робиться в середовищі 
MathCad, то схема програми з процеду
рою Given-Odesolve виглядає так. Перед 
ключовим словом Given мають бути зада
ними:

1) параметри течії сг, Fr , коефіцієн
ти

л о/in \ і 1>922<т 1,92-Зсгсх -  0,84(1 + сг), а = 1---------- , L  -----------;
сх сг

2) функції, пов’язані з осесиметрич
ної течією:

R = (Rk / L ) ^ j \ - a ( \ - t )2, Rk =

2a(l — t) _ a _ 1

l - a ( l - 0 2 , ‘7 _ [ l - a ( l - 0 2]Z , r ~ ^ ’

Після ключового слова Given запи
сується система рівнянь першого порядку 
у нормальній формі 

Given
y[(t) = y 2(t)

Уг (0 = ~Р(0У2 (0 + 2г(0У2 (0У4 (0 + °\ 
y[if) = y A{t)

у Г4 (0  = - p i t )  у  4 (0 +я і О уз ( 0  -
-2 r ( t )y 2(t)(y2( t ) - y 6(t)) 

ys(t) = y 6(t)
У б (0  =  ~РІ()Уб (0  +  2q(t )ys (0  -  

~3r( t ) y2(t)(y4( t ) - y s(t))
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^2-1 (0  = ^2» (О

у'іп (0 = - р (*)у2« ( 0 + щ (*)у2і,-і (0 -
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-  (и + 1 )r(t)y2 (t)(y2n_2 (t) ~ у 2п+2 (0) 
Потім записуються початкові умови 

у,(0) = 0 у2(0) = 0 ••• У2„(0) = 0.
І, нарешті, відповідній матриці 

розв’язків присвоюється значення
Odesolve. Ця процедура видає всі значен
ня функцій у к (t) і всіх похідних цих фун
кцій в заданому проміжку зміни аргумен
ту t . Зауважимо, що в разі дії тільки поля

* 1,92-Зо-
с и л и  т я ж і н н я  <т, = -------------- -— .

2 oFr2
Збурення радіуса визначається фор- 

/(/, S ) -  y3(t) cos2i9+ y5(t) cos3i9 н—
м у л о ю

+ v(2«-l)(/)cosrti9.
В середовищі MatLab перш за все 

будується m-файл. В даному разі т-файл 
для ЗО рівнянь першого порядку має ви
гляд:

function F=Sys_15eq_2ord_cav(t,y) 
s=0.08;Fr=10;U=(1.92- 

3*s)./(2*s*FrA2);
% член, що враховує силу тяжіння; 
Lk=(1.92-3*s)./s;cx=0.84*(l+s); % 

півдовжина каверни і коефіцієнт опору; 
a=l-(1.92A2)*s./(cx);
% допоміжний коефіцієнт;
RkL=( 1 /Lk). * sqrt(cx. /(s));
% радіус міделя, віднесений до 

півдовжини каверни;
R0L=RkL. * sqrt( 1 -а* (1 -t). А2);
% радіус осесиметричної каверни; 
р=((2*а*(1 -t))./( 1-а*(1 -t) А2)); 
q=-a./( 1-а*(1 -t) А2).А2;г= 1/R0L;
% коефіцієнти рівняння; 
F=[y(2);-p*y(2)+r*y(2)*y(4)+U; 
У(4);-р*у(4)-2*г*у(2)*(у(2)- 

y(6))+q*y(3);
у(б);-р*у(б)-3*г*у(2)*(у(4)-

y(8))+2*q*y(5);
У(8);-р*у(8)-4*г*у(2)*(у(6)-

y(10))+3*q*y(7);

у(28);-р*у(28)-14*г*у(2)*(у(26)- 
y(30)+13*q*y(27)); 
у(30);-р*у(30)-15*г*у(2)*(у(28)- 
у(30))+14*q*y(29)];
%права частина рівняння.

Для розв’язання цієї системи засто
совується solver: »|4,у]=о<іс45('ім’я',[ t ], 
[п.ум.]. Тут 'ім’я’ -  це ім’я m-файла, [ t ] — 
матриця проміжку зміни часу, [п.ум.]- 
матриця початкових умов. Далі команди 
(зірочка -  знак множення) »s=0.08; 
Fr=10; cx=0.84*(l+s); Lk=(1.92-3*s)./s;
RJcL=( 1 /Lk). 5|‘sqrt(cx./(s)); a= 1 -(1.92A2)*
s./cx; знову задають умови течії. Команди 
»х=0:рі/18:2*pi;t= 1,5;f=y(6,1 )*cos(2*x)+y 
(6,2)*cos(3*x)+y(6,3)*cos(4*x)+y(%6,4)* 
cos(5*x)+y(6,5)*cos(6*x)+y(6,6)*cos(7*x)+ 
y(6,7)*cos(8*x)+y(6,8)*cos(9*x)+y(6,9)* 
cos( 10*x)+y(6,10)*cos( 1 l*x)+y(6,11)* 
cos( 12*x)+y(6,12)*cos( 13 *x)+y(6,13)* 
cos(14*x)+y(6,14)*cos(15*x) для заданих 
значень t і кроку по «9 визначають збу
рення радіуса, команди
»RO=sqrt(cx./s).*sqrt(l -а*( 1 -t).A2); 
R=(R0+Lk.*f); z=R*cos(x); y=R*sin(x); об
числюють сам радіус, його декартові ко
ординати, а команда »plot(y,z); виводить 
на екран рисунок форми поперечного пе
ретину (в даному разі t = 1,5). У формулі 
для /  символ у  (і, к) означає елемент ма
триці, де і означає рядок, який відносить
ся до перетину (наприклад, t = 1,5), а к 
означає номер стовпчика матриці у , в 
якому зберігаються значення функції
Л ( 0 -

Аналіз результатів
В табл. 1 наведені значення перших 

4-х збурень радіуса каверни при 
су = 0,08; Fr = 10 в різних перетинах
t — const каверни. Збурення f x (t) визна
чає викривлення ("випливання") осі каве
рни.
Таблиця 1.

Таблиця 4-х збуїрень радіуса
t т т /з (0 т

0,25 0.0203 -0.0005 0.0000 0.0000
0,50 0.0100 -0.0005 0.0003 - 0.0000
0,75 0.0218 -0.0019 0.0002 - 0.0000
1,00 0.0386 -0.0057 0.0010 -0.0002
1,25 0.0605 -0.0136 0.0037 -0.0011
1,50 0.0878 -0.0282 0.0109 -0.0045
1,75 0.1198 -0.0527 0.0271 -0.0148

Добре видно, що в домідельній час
тині каверни збурення дуже малі: сила
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Архімеда на такій швидкості не встигає 
подіяти суттєвим чином на зміну форми 
початково кругового перетину.

Рис. 1. Перетини каверн
На рис.1 в такий спосіб в середови

щі Matlab побудовано три поперечні пе
ретини каверни, що розташовані за міде- 
левим перетином. Добре видно, як при 
наближенні до кінця каверни в результаті 
дії сили Архімеда знизу каверни росте 
впадина, яка при t = 1,75 досягає осі ка
верни і каверн уже має тенденцію до по
ділу на два вихрових утворення. Треба 
тільки мати на увазі, що кожний перетин 
піднімається вверх на величину /  (/).

Якщо порівняти з такими ж рисун
ками поперечних перетинів, отриманих в 
роботі [1], деяку розбіжність можна помі
тити лише в перетині t = 1,75 . Це цілком 
природно, оскільки метод роботи [1] не 
дає можливості уточнювати розрахунки. 
В той час, як інтегрування системи (4) 
можна виконати з заданою точністю, 
включаючи в систему все більшу кіль
кість рівнянь. Рис.1 побудований за сис
темою ЗО рівнянь, хоча, як виявилося, до
сить уже 20 рівнянь. Не зайве тут заува
жити, що числові результати тільки під
тверджують те припущення, яке було по
кладене в основу роботи [1]. Воно поля
гало в тому, що в середній частині кавер
ни відношення попереднього (за номе
ром) збурення до наступного приблизно 
дорівнює 0,5. Наприклад,

М^)=Ч),465;М ^
/7(1,5) /7(1,75)

= -0,601.

Це дозволило знайти наближені су
ми рядів Фур’є, що привело до аналітич
ного виразу для форми поперечних пере
тинів каверни.

Розрахунки показують, що і MatLab 
і MathCad дають практично один і той же 
результат для збурень / 2 it) ч- / 8 при кіль
кості рівнянь 24, але далі починаються 
розбіжності, які, проте, не впливають сут
тєво на сумарний результат. Потрібно за
уважити, що велика кількість рівнянь для 
MathCad не дуже прийнятна. З 26 рівнян
нями він справляється важко, а при біль
шій їх кількості програма часто "зависає". 
Та і реалізація матриці високого порядку 
для процедури Odesolve теж незручна. А 
для середовища MatLab ЗО і більша кіль
кість рівнянь не є проблемою. Проте було 
показано, що використання системи 15 
рівнянь 2-го порядку забезпечує похибку 
у збуренні / 14(0навіть при t =1,75 не бі
льшу, ніж 10'5. Треба тільки зазначити, 
що solver ode45 дає дещо точніші резуль
тати, ніж solver ode23.

З багатьох розрахунків можна зро
бити висновок, що для невеликої кількос
ті рівнянь більш зручним є MathCad, а 
при кількості рівнянь, що перевищує 15 
краще використовувати MatLab.

Рис. 2. Збурення радіуса каверни
На рис.2 показані графіки збурень 

f i t , З) радіусів каверни у різних перети
нах в течії при <7 = 0,08; Fr = 10 . У пере
тині t = 0,75 збурення зовсім не значні, 
зате при t = 1,75 стають сумірними з ра
діусом осесиметричної каверни. Такий 
результат не може бути сприйнятий, оскі
льки він отриманий в рамках моделі, по
будованої на теорії малих збурень, тобто 

f
таких, для яких —« 1 .  Тому не дивно,
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що в цьому перетині каверна в її звичай
ному розумінні уже не існує.

На рис.З показані ці ж самі три пе
ретини, але вже в течії навколо каверни з 
параметрами сг = 0,04; Fr = 20 . В такій 
течії в частині каверни біля міделевого 
перетину збурення зовсім малі і перетини 
близькі до колової форми, і тільки при 
t = 1,5 збурення стають помітними. Як 
показано в [5], розвинена тут теорія спра
ведлива для тих перетинів, для яких

t < Fr-J\,5 • <гу[сг . В течії а  -  0,08; Fr = 10 
маємо t < 1,8; в течії сг = 0,04; Fr = 20 ма
ємо t <2,2.  Отже, в першій течії t = 1,75 
уже є граничним значенням і тому ре
зультати розрахунків у цьому перетині 
виходять за межі допустимих. Зате в течії 
сг = 0,04; Fr = 20 форма цього перетину 
може вважатися достовірною.
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