
Проблеми ииЬоиматта ції та управління. 2(20_)’2007 

УДК 681.5

79

Жабин В.И., д-р техн. наук
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Предложены алгоритмы деления чисел в двоичной симметричной избыточной системе 
счисления, обеспечивающие совмещение процессов поразрядного ввода операндов, их об­
работки и поразрядного вывода результата. Рассмотрены способы аппаратурной реа­
лизации деления, показана эффективность использования способов для уменьшения вре­
мени выполнения последовательностей операций

Введение
При вычислении многоместных вы­

ражений (функций) в системах, имеющих 
несколько операционных устройств, мож­
но распараллелить вычислительный про­
цесс, выполняя одновременно некоторые 
операции. Однако, в базисе операций с 
ограниченным числом операндов возни­
кает необходимость использования су­
перпозиции операций (функций), то есть 
выполнять последовательности (цепочки) 
зависимых по данным операций (резуль­
тат одной операции является операндом 
для другой), которые нельзя распаралле­
лить на уровне алгоритмов обработки 
машинных слов.

Эффективным способом ускорения 
выполнения цепочек операций является 
применение операционных устройств, 
работающих в неавтономном (on-line) 
режиме вычислений [1-3]. На каждом 
шаге такие устройства принимают (в про­
стейшем случае) по одному разряду опе­
рандов и формируют один разряд резуль­
тата, начиная со старших. Разряд резуль­
тата, полученный на /-м шаге в одном 
устройстве может быть использован в ка­
честве разряда операнда в другом устрой­
стве на (н-1)-м шаге. Это позволяет со­
вмещать во времени выполнение после­
довательностей операций, что создает 
предпосылки для ускорения вычислений.

Указанный режим работы операци­
онных устройств может быть также эф­
фективно использован при обработке ин­
формации, формирующейся поразрядно 
вне операционного устройства (напри­
мер, в измерительных приборах), а также

поступающей по последовательным ка­
налам связи. В этом случае возможно со­
вмещение процессов ввода и преобразо­
вания информации, что приводит к 
уменьшению времени формирования ре­
зультата.

Последовательный ввод и вывод 
информации при вычислениях в неавто­
номном режиме упрощает также решение 
задачи минимизации числа внешних вы­
водов устройств, что особенно важно при 
их реализации в виде интегральных 
схем.

Основная проблема уменьшения 
длительности выполнения операций в та­
ких устройствах состоит в необходимо­
сти суммирования в одном цикле не­
скольких кодов.

Ниже рассматриваются способы ус­
корения вычислений за счет уменьшения 
длительности цикла формирования циф­
ры частного.

Алгоритмы деления чисел
Будем считать, что операнды имеют 

«-разрядов справа от запятой и один раз­
ряд слева от запятой:

п : 
х =  I  х- 2 ' ,

/=0 1

У = I  .V; 2 ' ,
1=0 '

где .хх, у. е {-1,0,1} -  цифры операндов.

Дополнительный разряд в целой части 
операндов учитывает неоднозначное
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представление дрооного числа в изоы- 
точной системе счисления ( 1, 1 . . .  и 0,1...).

Для операции деления Х-2~РХ/У пра­
вило формирования цифры результата ", 
на /-м шаге сводится к выполнению сле­
дующих действий[4]:

Н . - 2 К  I 2 л.  2  г  ( О

-  1, если Н < -2  
I, = < 0, если -  2~1 < Ні < Т

1, если 2 2 < Н п
(2 )

II > П>
Здесь Н„ Л1, -  промежуточные пере­

менные; -  частное, представленное /-1 
старшими разрядами; У( -  делитель, со­
держащий только I старших разрядов.

Исходными являются условия: 
Я0=0, 0<Х<У и 2']<У<\.

В отличие от X частное 2  = Х/У 
формируется с задержкой на р шагов 
(р -3). После выполнения (п+р+1) шагов 
можно получить //-разрядный код частно­
го X = Х/У с погрешностью, по абсолют­
ной величине, не превышающей 2”".

Для поел роения устройс тва деления 
нужны обычные двоичные сумматоры, 
регистры и логические элементы. В из­
быточном коде с цифрами {—1,0,1} пред­
ставлены только операнды и результат 
соответственно на входах и выходах уст­
ройства. Внутри устройства для пред­
ставления данных используется канони­
ческая двоичная система счисления с ес­
тественным порядком весов. По правилам 
этой же системы выполняются микроопе­
рации.

Для представления значений Н1 и 
, которые могут быть отрицательными, 

можно использовать модифицированный 
дополнительный код, содержащий два 
знаковых разряда слева от запятой. Из (2) 
следует, что цифру частного в этом слу­
чае можно определять посредством ана­
лиза с помощью комбинационной схемы 
значений А,, /?(), И , и четырех стар­
ших разрядов кода Нп младший из кото­
рых имеет вес 2“2. Переключательные 
функции, которые должны быть реализо­
ваны комбинационной схемой, заданы

табл. 1, в которой функция соответст­
вует значению с, = -1 , а /, -  с, = 1.

Таблица 1. Таблица истинности
/?(> /?-1 / 7.2 / | / |

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1

0 0 1 0 0 1

0 0 1 1 0 1

0 1 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 - -

1 0 0 0 - -

1 0 0 1 1 0

1 0 1 0 1 0

1 0 1 1 1 0

1 1 0 0 1 0

1 1 0 1 1 0

1 1 1 0 1 0

1 1 1 1 0 0

Прочерками в табл. 1 отмечены на­
боры, на которых функции не определе­
ны (что следует из анализа диапазона из­
менения значений И,). После доопределе­
ния и укрощения функций получим:

./ , = >1 ( Л0 47 /г-1  47 й - 2  )■
(4)

/[ =ЛК/?о м/і_] V /і_2  ).

Цифре г,=0 можно поставить в соот­
ветствие отсутствие сигналов па выходах 
устройства.

В соответствии с (1)-(3) азгоритм 
деления можно представить в следующей 
форме.

А л г о р и т м д е л е  и и я I.
1. /?_, и У Л присвоить значение 0.
2. Для /=(),/7—1 выполнять пункты

3 и 4.
3. У,=У!А+ у , Т Х
4. /?,. = 2Л(._, + х,. 2Ч.
5. Xр_х присвоить значение 0.

6. Для і — р,р+п выполнять пункты 
3,7-10.

7. н,  = 2к,_х + х,г
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Заметим, что в канонической систе­
ме счисления результат Z = 0,000101 Юна 
капливается в соответствующем регистре.

Частное Z -  X / V получим смеще­
нием запятой вправо на 3 разряда, то есть 
Z = 0,10110.

Устройство деления должно содер­
жать сумматоры и регистры для форми­
рования и хранения / ,  Z; , а также по­
очередного формирования в одном реги­
стре Нi и . В процессе деления коды /
и Z( остаются неподвижными, а код /?,
сдвигается в каждом цикле на один раз­
ряд влево. Благодаря этому значения 
функций/] и /| можно определять на ка­
ждом шаге, анализируя одни и те же раз­
ряды регистра, в котором находится код 
Нг  Для обеспечения в каждом цикле 
нужного веса разрядов л), у, и z, можно 
использовать регистр, в котором

Проблема икЬорматтаип та управления. 2(20) ’2007

Таблица 2. Состояние сигналов и переменных
/ -О у, Y, H i и / | z , R i

0 0 1 1 . 0 0 .0 0 0 0 0 0 0 - - 0 0 . 0 0 .0 0 0 0 0 0 0

1 1 -1 0 .1 0 0 .0 0 1 0 0 0 0 - - 0 0 .0 0 0 .0 0 1 0 0 0 0

2 -1 1 0 .1 1 0 0 .0 0 1 0 0 0 0 - - 0 0 .0 0 0 0 .0 0 1 0 0 0 0

3 1 -1 0 .1 0 1 0 0 .0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 .0 0 1 1 1 .1 1 0 0 0 0 0

4 1 -1 0 .1 0 0 1 1 1 .1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 .0 0 1 0 11.1  1 0 0 0 0 0

5 -1 0 0 .1 0 0 1 0 1 1 .0 1 1 0 0 0 0 1 0 -1 0 .0 0 0 1 1 11 . 1 1 1  1 0 0 0

6 - - 0 .1 0 0 1 0 1 1 .1 0 1 0 1 0 0 1 0 -1 0 .0 0 0 1 0 1 0 0 .0 0 1 1 1 1 0

7 - - 0 .1 0 0 1 0 0 0 .0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 .0 0 0 1 0 1 1 1 1 .1 1 1 0 0 1 0

8 - - 0 .1 0 0 1 0 1 1 .1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 .0 0 0 1 0 1 1 0 11.1 1 0 0 1 0 0

-1, если /_]=1;

8. =< 1, если /|=1,'
0 в противном случае.

9. г , = г м + с;2-'.
10 . Н, = Н, - ¥ , ъ .
Чтобы разрядная сетка не расширя­

лась влево, при выполнении первых р ша­
гов накапливаются значения /  и Н! без 
формирования цифр результата. Цифры 

формируются в соответствии с (4) с 
помощью комбинационной схемы.

Пример деления при X =0,11111 и
У =0,11110 иллюстрируется табл. 2.

В каждом цикле формируется и вы­
дается для дальнейшей обработки (в дру­
гих устройствах) одна цифра результата
Z = 0,00101110, начиная со старших раз­
рядов.

сдвигается вправо одна единица.
Поскольку пункты 7 и 10 алгоритма 

должны выполняться последовательно во 
времени, то один цикл деления включает 
два такта. В первом такте выполняются 
пункты 7 и 8, а во втором -  3, 9 и 10.

Максимальную длительность имеет 
первый такт. Длительность такта опреде­
ляется временем суммирования трех ко­
дов (пункт 7), задержкой сигналов в ком­
бинационной схеме (пункт 8) и записью 
суммы в регистр, где накапливается зна­
чение Н / .

Рассмотрим возможность сокраще­
ния цикла деления.

Если в алгоритме I значение 
входящее в формулу для вычисления Н1, 
выразить через величины / /  , , и гм - 
а значение Х -  через Z; 2 и , то по­
лучим алгоритм, позволяющий формиро­
вать цифру частного за один такт.

А л г о р  и т м д е л е н и я  II.
1. Н , и У , присвоить значение 0.
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��  Для / = 0,� —1 выполнять пункты
3 и 4.

3. У = К , + у( 2 .

4. <S�4� �F�  , +л,.2_ / .

5. 2  2 и д , присвойтьзначение 0.

6. Для /=  �(�E�  выполнять пункты
3,7-9.

7 /У. = �<�� 5�7�  - �� E9��
/ .  і  ( - 1  ; - 1  / - 1  /

7. V,-65�T� �

Д-гУ
-/+]

8. г,.., 2. . + - у   ̂ .

Аппаратурная реализация 
операции деления

Схема устройства, с помощью кото­
рой можно реализовать алгоритм II, пред­
ставлена на рис. 1. Для наглядности орга­
низации структуры устройства логиче­
ские цепи условно не показаны. Связи 
между узлами на рис. 1 соответствуют 
передаче данных между узлами.

Анализ разрядов /?,, /?0, /г , и /?_,
осуществляется на выходах суммирую­
щего блока (СМ). Регистр Р1 формирует 
единицу с нужным весом 2“' для разных 
формул, значения 2 ( и 73 накапливаются
в парах регистров (Р2+, Р2 и РЗ+, РЗ.) 
отдельно в виде положительных и отри­
цательных цифр. Все вычисления выпол­
няются за один такі, поскольку в / -м 
цикле используются данные, полученные 
в предыдущем цикле.

Длительность цикла в основном оп­
ределяется временем суммирования ко­
дов в СМ. Суммирующий блок может 
быть построен, например, на основе де­
рева сумматоров с распространением пе­
реносов, содержащего -  [ярусов, где 
- 5  число слагаемых. В данном случае 
необходимо 3 яруса. Уменьшение дли­
тельности цикла можно добиться за счет 
организации цепей ускоренного переноса 
в сумматорах. Однако более эффектив­
ным средством ускорения сложения не­
скольких чисел является использование 
сумматоров без распространения перено­
сов. Число ярусов в данном случае уве­

личивается до у  к но на каждом

ярусе время суммирования определяется 
только временем задержки сигналов в 
одноразрядном сумматоре �E�

Пусть в суммирующем блоке СМ 
переносы распространяются только в не­
скольких старших разрядах, причем 
младший из этих разрядов имеет вес �:3A � 
В этом случае во всех разрядах СМ кроме 
указанных, результат суммирования бу­
дет представлен в виде двух составляю­
щих, а именно: поразрядных сумм (запи­
сываются в регистр Р4С) и поразрядных 
переносов (записываются в регистр Р4„). 
Естественно, что составляющая Д, пред­
ставленная поразрядными переносами, 
всегда неотрицательна и меньше �:I@�

Учитывая диапазон изменения зна­
чений <S( можно показать, что для рас­
сматриваемого алгоритма операция будет 
выполняться правильно при минималь­
ных значениях �  = 5 4U�

Длительность цикла для рассматри­
ваемого случая составляет

V  = У м + У  +гсч+ тах (/р,/кд , 
где Г1СМ -  задержка сигналов в дереве 
сумматоров; /1!к-  время выдачи кодов из 
регистров; -  формирование старших 
разрядов <6 в СБ; �� 5 время записи ре­
зультатов в регистры; /кс-  время форми­
рования цифры результата в комбинаци­
онной схеме.

Рис. 1. Структура устройства деления
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Дерево сумматоров без распростра­
нения переносов, содержи ! 4 яруса. За­
держка распространения сигналов через 
четыре яруса составляет 4г+ . Для одно­

разрядных сумматоров можно принять 
= Зг , гДе - время задержки сигна­

ла в логическом элементе. Если разряды 
регистров выполнены по «М-5 схеме» 
или по схеме «трех триггеров», то время 
записи информации составляет бгто С

учетом формирования и анализа старших 
разрядов в СМ, а также задержки сигна­
лов в цепях выдачи информации из реги­
стров на СМ, с дос газ очной точностью 
для сравнительного анализа эффективно­
сти разных подходов к делению можно 
принять длительность цикла 7Ц = 20г0.

Сравнительная характери­
стика делительных устройств

Для выполнения различных опера­
ций в ЦВМ используются операционные 
устройства (ОУ) параллельного и после­
довательного типа. ОУ последовательно­
го типа находят применение в тех случа­
ях, когда быстродействие не является 
первостепенным фактором. В них ин­
формация на входах и выходах, а также 
обмен информацией между регистрами и 
сумматорами осуществляется последова­
тельным кодом, причем время выполне­
ния деления пропорционально квадрату 
разрядности операндов.

Рассматриваемые ОУ для деления 
по форме представления информации на 
входах и выходах можно отнести к ОУ 
последовательного типа. Однако обмен 
информацией между регистрами и сум­
маторами в нем, как и в ОУ параллельно­
го типа, осуществляется параллельным 
кодом. Как и в параллельных ОУ, число 
шагов выполнения деления в таких ОУ 
пропорционально разрядности операндов, 
а не квадрату разрядности, что характер­
но для последовательных ОУ. В связи с 
этим такие ОУ получили название «ква- 
зипараллельные» [1].

Возможная организация вычисли­
тельных систем на базе квазипараллель- 
ных ОУ рассмотрена, например, в [5].

Для сравнения эффективности па­
раллельных и квазипараллельных ОУ при 
выполнении последовательности опера­
ций будем сравнивать среднее время вы­
полнения одной операции в цепочке. По­
скольку в рамках статьи

Рис. 2. Диаграмма работы квазипарал­
лельных ОУ: п = 10 -  разрядность операн­
дов; р = 3 -  задержка формирования раз­
рядов результата; К = 4 -  количество ОУ

рассматривается только одна операция, 
то будем полагать, что последователь­
ность включает операции с такими же 
временными характеристикам, как и опе­
рация деления.

Среднее время операции, входящей 
в цепочку из К операций, на основании 
рис. 2 можно определить гак:

[ к  -  I +  к { п  +  |)]7'
Ф ) = -------- , -------«>

Из (5) видно, что с увеличением 
длины цепочки операций среднее время 
выполнения операции уменьшается и 
стремится к предельной величине

Т., = lim -----= (/>+1)7' . (6
° К  — >оо К  ’  Ц

Для устройства, реализующего ал­
горитм II, из (6) получим

Ц =(/’ + 1)т;1 = (4+1)-20-г0 = 100г0. (7)

При использовании параллельных 
ОУ для выполнения цепочки зависимых 
по данным операций среднее время вы­
полнения одной операции Eie зависит ог 
К . Предельное среднее время совпадает 
со средним временем выполнения одной 
операции, в данном случае -  операции 
деления.
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Ускорение деления в параллельных 
ОУ достигается за счет применения аппа­
ратных и логических методов. Наиболь­
шее быстродействие обеспечивают аппа­
ратные методы ускорения второго поряд­
ка. В работах [6, 7] в качестве наиболее 
быстродействующего приводится мат­
ричное устройство деления, в котором 
используются схемы ускоренного рас­
пространения переносов между строками. 
Такое параллельное устройство позволяет 
получить час тное за время [7, с. 243]

/;,=Юпг() (8)

Соотношение 7] ,/7], =л/10, полу­
ченное с учетом (7) и (8), показывает, что 
теоретический выигрыш в быстродейст­
вии возможен при /7 >10.

— п=32 —т— п=64 п= 1213

Рис.З. Зависимость Тц/Т()(к) от К и п .
Соотношение реального среднего 

времени деления для рассматриваемых 
вариантов с учетом параметров К и п  
иллюстрируется графиком на рис. 3. Как 
видно из графика, выигрыш в среднем 
времени деления с помощью квазипарал- 
лельных ОУ увеличивается с ростом раз­
рядности операндов и длины последова­
тельности операций.

Выводы
Из приведенного выше следует, что 

применение квазипараллельных уст­
ройств дает потенциальную возможность 
уменьшения времени выполнения после­
довательности зависимых па данным 
операций.

Благодаря поразрядному вводу и 
выводу информации в квазипараллель­
ных устройствах упрощает решение зада­
чи минимизации числа внешних выводов 
устройств, что осоЬенно важно при их

реализации в виде интегральных схем. 
Как известно, уменьшение количества 
выводов позволяет повысить надежность 
систем в интегральном исполнении и 
снизить их стоимость.
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