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АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ ОПТИМАЛЬНОГО ФИЛЬТРА 
КАЛМАНА С КОРРЕЛИРОВАННЫМ ШУМОМ ИЗМЕРЕНИЙ

Образовательно-научный комплекс «Институт прикладного системного анализа»
Проведен анализ чувствительности оптимального фильтра Колмана к не учету корре­
ляции шума измерения. Получены аналитические выражения для фактических ошибок 
фильтрации и величина смещения оценок. Приведено новое выражение для вычисления 
формирующего фильтра

Введение
Для анализа и прогнозирования 

временных рядов разработано множество 
методов и алгоритмов, в большинстве 
своем, основанных на использовании не­
скольких наиболее распространенных и 
математически завершенных методах, та­
ких как: методы адаптивного прогнозиро­
вания, нейронные сети, различные авто­
регрессионные модели, С А Я С Н  -методы 
[1-6]. Основное ограничение этих методов 
в том, что они способны учитывать лишь 
«белый шум» исследуемых моделей вре­
менного ряда.

На практике (для финансовых вре­
менных рядов) актуальной является зада­
ча разработки методов прогнозирования, 
учитывающих нестационарность модели 
процесса и наличие шумов, отличных от 
«белого шума». Всем выше перечислен­
ным условиям удовлетворяет оптималь­
ный фильтр Калмана, построенный для 
линейных динамических систем с корре­
лированными шумами измерений. Реали­
зация оптимального фильтра Калмана для 
систем с коррелированными шумами су­
щественно более сложная, по сравнению с 
алгоритмами, построенными для моделей 
с «белым шумом», поэтому данный 
фильтр не получил должного применения 
в задачах моделирования и прогнозирова­
ния нестационарных временных рядов, в 
том числе и финансовых.

В работе исследуется чувствитель­
ность фильтра Калмана к не учету корре­
лированного шума измерения, т.е. в слу­

чае, когда в расчетной модели шум изме­
рения белый, а в фактической модели этот 
шум коррелированный. При реализации 
оптимального фильтра Калмана для кор­
релированных шумов приведено новое 
уравнение формирующего фильтра зна­
чительно более простое в использовании 
для программной реализации алгоритма.

Оптимальный фильтр Кал­
мана для коррелированных шумов

Рассмотрим фильтр Калмана для 
двух типов моделей: с непрерывным и 
дискретным временем [1].

Запишем модели состояния в виде

x(t )  = F { t ) x ( t ) + G ( t ) w ( t ) ^

где w(t )  - «белый шум» с нулевым сред­
ним и дисперсией:

cov{vr(0, w(r)} = y/w i t ) ô D (t - r ), 

a модель измерения в таком виде

z ( t ) = H ( t ) x ( t )  +  v ( t ) . (2)

В данном случае предполагаем, что 
шум измерения коррелирован и в свою 
очередь образуется на выходе линейной 
динамической системы вида

v(f) = A(t )v( t )  + Ç( t ) , на которую воздей­
ствует Ç(t)  - «белый шум» с нулевым 
средним и дисперсией

COV{ C( t ) ,  С (Т ) } =  у /Ç оt ) S D (t  -  T)
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Математические ожидания шумов 
w( t ), £ ( t )  и начального состояния векто­
ра равны

E { w ( t ) }  =  E{ C{ t ) }  =  E { V ( t 0)} =  Q> ,

где v( t0) является случайной величиной с 
известной дисперсией Vv(t0) , а математи­
ческое ожидание вектора X равно:

. E { x ( t 0) } - f l x(t0).
I
f Запишем другие начальные условия
\ для нашей системы

cov{w(0,^(7)} = 0, var{x(f0)) = V,(r0), 
со\ { x ( t 0) ,v( t ) )  =  О при t  > t0 .

; var{x(f0)) = Vv(t0) , c o v { x ( t 0) , £ ( t ) )  = 0, при

:
*

Ставится задача оценивания состоя- 
; ния x(f) на основании наблюдения

Z ( t )  = { z ( j ) , t {) < f < t } ,  которое содержит 
коррелированный шум. Данный подход 
строится на преобразовании исходной за­
дачи в связанную с ней задачу оценива­
ния, которую будем решать с помощью 
стандартного алгоритма фильтрации 
Калмана для случая с «белым шумом» 

| измерения. Введем наблюдение z ( t ) , ко- 
| торое получается из исходного преобра- 
[ зованием

[ z \ t )  =  z ( t ) - A ( t ) z ( t ) .
f
\ После подстановок значений z i t )  из
’ уравнения нашей модели и некоторых 

преобразований получим

где

H \ t )  =  H ( t )  + H ( t ) F ( t )  -  A ( t ) H ( t )

Очевидно, что шум в преобразован­
ном уравнении является белым с соответ­
ствующей ковариационной функцией.

В этом случае z{t) можно полно­
стью восстановить из z (t) следующим 
уравнением

t

z(t) = 0 A(t,to)z(to) +  l<PA(t,T)z* (T)dT.
t o

Теперь можно ввести сам алгоритм 
фильтрации с помощью классической 
формулы фильтра Калмана

л л

x ( t )  =  F ( t ) x ( t )  +  K ( t ) [ z ( 0 -
л

A ( t ) z ( t )  -  H*( t )  x(f)], 
где К {t) - коэффициент усиления фильтра 
Калмана. Приведем алгоритм его 
вычисления

K(t)  =  [К ; ( г ) Я * г (г )  + G(t)i/fw(t)Gr (t)H(t)]x 

[H(t)G(t)y/Jt)GT (t)HT (t) +

где
H*( t )  =  H ( t )  +  H  (OF (0 -  A( t )H( t ) .  

Дисперсии ошибки вычисляются по 
формуле

Pi t )  =  F(t )P( t )  +  P i t ) F T (0 + G(t)y/w { t )GT (0 -  

K(t )[H( t )G{t )y/w{ t )GT{ t ) HT(t) +  y/s ( t W T{t).

В случае дискретной системы опре­
делим уравнение для модели состояния 
следующим образом

х(/ +1) = Ф(г +1 , i )x( i )  +  r ( i ) w ( i ),

а модель измерения: z(i) = H(i)x{i) + v(0 , 
где v(i) -  коррелированный шум . 
Формирующий фильтр запишем в виде

v(i +1 ) = ФА (i +1, i)v(i') + £  (0.

По аналогии с непрерывным случа­
ем, зададим ряд начальных условий.

Математические ожидания шумов 
модели состояния £(i) и начального зна­
чения шума модели измерения равны ну­
лю

E M 0 }  =  F { £ ( 0 }  =  F { v ( i0) }  =  0 .  

Кроме того,

£{х(г0)} = д(г0),
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соу{и<г), Му')} = М { ї ) дк ( і -  у ) , 
с о ч { а » , д и ) }  =  У? а ) Я к а - л ,  

СОУ{и<г),Ш)}=0
при

уаг{х(г0)} = Ух (г0), 
соу{х(/0),у(у)} = 0,

при у > і0 и Уаг{у(г0)}=Уу(г0), 
соу{х(г0), С ( Л } = 0 при у > і0 .

Запишем уравнение алгоритма 
фильтрации в дискретном случае

л л

х(г) = Ф(і,  і - І ) х ( і - І , і )  +  К с ( і ) [ г ( і ) ~
л

ф а и,  і -  їм * - 1) -  н  * а  - 1) х ц  -  і ) і

где

Н \ і - 1) = Н ( і ) Ф ( і , і - 1) + Фл Ц, і -1  )Я(і -1).

В отличие от непрерывного случая, 
нам необходимо определить алгоритм для 
одношагового сглаживания. По сути, этот 
алгоритм является оценкой вектора со­

стояния на основе г ^ , так как

г ^  зависит от 2 ^ + ^  .

Запишем
л л

х(і  - 1 1 / ) = х(і  -1) + к ,  (і -  1)[г(і) -  ф л О', І ~ 1)
Л

г(і-1)-Я *(/-1)х(і-1)].
Коэффициент усиления при сглажи­

вании

Pi i )  = ф ( / , i -1  )P(i  - 1 1 i ) 0 T (i, г -1) +

m - l ) V w ( i - l ) r T( i - l ) - K c (i)

[ H  * (/ -1  )/>(/ -1  )H*T Ц - Ï )  +  Ve ( i -1) +

н ц )гц  -  dvw ц  - 1) r T a -  m T a w i  a) -
ФЦ, i -1  ) K Ç (/ -  \ ) H ( i ) T ( i  -  l)Vw Ц -1)

r T (/ - 1) -  г ц  -  dvw a  - 1) r T a  - 1)
H T( i ) K Tc ( i - l ) 0 T( i , i - l ) .

Дисперсии ошибки сглаживания

P ( i - l ) [ I - K ç( i - l ) H \ i - l ) ] T +
Kç(i -  i)[vsa - 1) + нц)га  -  i)vw a - 1)
r T{ i - \ ) H Tm K l a - \ ) .

Теория формирующего 
фильтра. Новые результаты

Для получения коррелированного 
шума измерения используется теория 
формирующего фильтра, т.е. помеха Vi t )  

генерируется как сигнал на выходе ли­
нейной динамической системы с матри­
цей динамики A i t ) , на вход которой по­
дается «белый шум» £ (0 .

В литературе по теории динамиче­
ских систем приводятся следующие вы­
ражения для параметров формирующего 
фильтра [2]

dt

L(t ,  T) =  M [ V ( t ) V  r (r)] = <p{t)V{T),

К , И -1) = м  (*■ - 1) н * Тц - \ ) [ н *  И - 1)

Н Ц ) Г Ц  -  1)М ц  -1  ) Г ТЦ - 1 )Я г (О]-1.

Коэффициент усиления при фильт­
рации

К с (г) = ГЦ  -  1)У№ Ц -1  ) Г Т Ц -1  )Я г (г)
[Я * (/ -  1)М (I -  1)Я *г (I -1) + У? Ц -1) + (4) 

НЦ) Г Ц  -  1)У„ Ц -1  ) Г Т Ц -1  )Я г (О]-1.

Алгоритм вычисления дисперсии 
ошибки

если

M t )  -~т~(р 1 (О- 
dt

Ковариационная матрица «белого 
шума» Ç(t) равна

Q  =  < p ( t ) ^ - m ) < P ~ T( 0 ] ^ ( 0 .  (5) 
dt

Покажем, что формула (5) может 
быть существенно упрощена. Обозначим 
P{t )  = (pit)y/i t) для случая когда t = т . 

Перепишем (5) в виде
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е  = (р~Т (0 + и о  )<РГ =
Ж Ж

( р Ш ~ ~  +  у / ^ ) ^ — (рт).
Ж ж

Используя преобразование

<1<р 1
Ж

_1 й(р _1 
= - ?  - Г р  ,

Ж

получим

=  - р -г й(рт

Ж
<Р

- т

Формула (5) приводится к виду

<2 = <рЦ) -  (р{1)\1/{1)(рг (0  .
Ж Ж

Р  - симметричная матрица 
( Р т =  Р ), тогда

Р (0 И 0  = ^ Г(0^Г(0-

Получим упрощенную формулу (5)

й  =  < р ( 0 ~ - у ^ т( г ) ^ - . (6)
Ж Ж

Формула (5) является более трудо­
емкой при практическом применении не­
жели формула (6), так как в (5) необходи­
мо проводить такие сложные вычисления 
как обращение матриц и дифференциро­
вание произведений двух матриц. 
Рассмотрим пример для экспоненциаль­
ной временной функции

Щ , т )  =  К& Л

Посчитаем ее ковариационную 
матрицу по формуле (6).

Для этого выделим две функции, за­
висимые от г и г соответственно:

(р(г) =  е ~ Лг и у/(т) = Яе^7 , тогда

Ж
^ - ( е ~ Л{)еЛг = -Л,  
Ж

бцг й<рт -Аг й  /г>„Л/( 1 * 0 -*— у г ( $ ) ^ —  =  е
ш ш ш

—  ( е ~ А*) =  е ~  -
Ж

Я е Л / ( - Л ) е ~ ;1/) =  2РЛ.

Получаем

АЦ) =  - Л ,  ( )  =  2КЛ.

Соответственно формирующий 
фильтр

= - А м к_ 1 + & ,

при

Е 2^ к ) =  2ЯЛ,

что полностью совпадает с данными, по­
лученными по формуле (5). Чувствитель­
ность оптимального фильтра к модели 
измерения

Аналитические трудности при про­
ектировании алгоритмов фильтрации в 
случае с коррелированным шумом изме­
рения связанны с трудностью представ­
ления корреляционной функции ошибки и 
вычислительными трудностями при реа­
лизации модифицированного фильтра. 
Это приводит к необходимости анализа 
возможного снижения точности фильтра 
при упрощающих предположениях об от­
сутствии корреляции измерительного 
шума.

В настоящей работе изучается пове­
дение фактической ошибки в случае для 
оптимального фильтра Калмана для мо­
дели свободной динамической системы

(7)
Ж

Основная идея предполагаемого 
подхода связана с возможностью функ­
ционального представления оптимальной 
оценки фильтра в виде оператора над из­
мерениями, позволяющей построить ана­
литические зависимости статистических 
характеристик ошибок фильтрации от па­
раметров модели [2] .

Пусть расчетная модель измерителя, 
на которую настраивается оптимальный 
фильтр, характеризуется предположением
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об отсутствии корреляции и систематиче­
ского смещения последовательности 
ошибок измерений

М[У(!)] = 0,М\У(4)У\Т)] = -  г ) . (8)

Л t т
X { t )  =  X ( t ) - X ( t )  =  P ( t ) [ l e I (г,О*

о-1
* R  (т)У(т)с1т +  Ф Т ( 0 , t ) P ~ l Х(0)].

Если входной сигнал z ( t )  не удовле­
творяет расчетной модели

Очевидно, что оценка вектора со­
стояния смещенная

= L( t , r ) ,
то предсказываемая точность не будет 
достоверной. В таких условиях необхо­
димо оценить фактические ошибки 
фильтрации, характеризующиеся сред­

ним значением ошибки фильтрации ^  ̂  
и ее ковариационной матрицей Рф ( t) .

Оптимальная оценка вектора со­
стояния для системы (7), (2) при условии 
(8) может быть представлена в виде

* т ~_1
X ( t )  =  P ( t ) [ \ e J (T , t ) R  (T)z(T)dT +

0  (9)

Ф Т ( 0 , t ) P ~ l Х 0 ],

где P(t)  -  расчетная ковариационная мат­
рица ошибки оценки, определяемая вы­
ражением

E,(f) = Af[X(f)] =
'( т • (И )P ( t ) ) 0 T( T, t ) R  ( T ) r ( r ) d t
о

Ковариационная матрица фактиче­
ской ошибки фильтрации описывается 
выражением

Рф (0 = M[(X( t )  -  Et (t))(X(t) -  Ех (t ) f  ] =

(T, t )R \ t)U,t ,S )

0 0 R - \8 )e {T ,ô )

0 T( o , t ) p ; ' m o m .

*
c h d 0 + . ( 12)

Получим выражение для дисперсии 
фактической ошибки оценки параметра 
объекта, измеряемой в присутствии шума 
с экспоненциальной корреляционной 
функцией.

Математическая модель системы
‘ _ -1

P{ t )  = [ fв т (т, О R  (т)в(т, t ) d i  +
oJ ( Ю )

Ф^О.ОРо-'Ф^О-1],

где 6 ( r , t )  = Н ( т ) Ф ( и ) , а Ф(тд) - пере­
ходная матрица системы, удовлетворяю-

й?Ф(т,0  , ,щая уравнению----------= F ( t ) 0 ( t , T ) .
dt

Воспользовавшись соотношением
t _ -1

X  (г) =  P( t ) [  $ в т (т, t) R  ( T ) z ( f ) d r  +

ф т (о , г) р 0-'ф ( 0 , О х ш

и переходным свойством матрицы 
Ф(г, t) = Ф(т, б ) Ф ( 5 ,  t ), фактическую
ошибку оценки состояния запишем в 
виде

- ^ ^  = 0 , А/[Х(0)] = 0,
dt

z ( t )  =  X ( t )  +  V ( t ) ,

M [ V ( t ) ]  =  T , M \ ( V ( t )  -  T)(V(T) -  t)] =
= Re“i(,"r).

В нашем случае 0 ( t , t )  =  1, a

P( t )  =  - .  
t

Если исходить из предположения о 
том, что априорная информация о на­
чальном состоянии объекта отсутствует, 
т.е. Р ”'(0) = 0, и что M [ V ( t ) ]  =  0 
M [ V (t ) V (т)] = R ô { t  -  т) , тогда в соответ­
ствии с выражением (12) получим

P0 (t) =  - ^ T U t - \  +  e~b ].
Л t
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Из уравнения (10) дисперсия опти­
мальной оценки модели определяется вы­
ражением

где

p \ t )
2 R

Àt + 2

d X ( t )

dt
— F X  {t) ,

F  =
0 1 
0 0

; x(t) = x(t)

v(t )

Рис. 1. Графики зависимости P0 (t) и P*{ t )  
от времени

Видно, что фактическая ошибка су­
боптимальной фильтрации не отличается 
от оптимальной и уменьшается с увели­
чение времени наблюдения. Предположе­
ние о некоррелированности шума не при­
водит к потере устойчивости фильтра 
Калмана. С уменьшением времени корре­
ляции скорость сходимости ошибки 
фильтрации увеличивается и при стрем­
лении Л к нулю значения дисперсии из­
мерительного шума R ( t ).

Систематическая составляющая 
фактической ошибки фильтрации рассчи­
тывается по формуле (12) и имеет вид

E, ( t )  =  r .

Таким образом, фактическая оценка 
смещается на величину, равную смеще­
нию измерительной ошибки.

Определим влияние упрощающих 
предположений о статистических харак­
теристиках измерительного шума на 
ошибки оценивания координаты и скоро­
сти равномерно и прямолинейно движу­
щегося объекта.

В этом случае измерение вектора 
состояний описывается уравнением:

где x(t) -  координата объекта; V(t) -  ско­
рость движения объекта.

Предположим, что измеряется толь­
ко координата объекта в присутствии ад­
дитивного коррелированного шума

z ( t )  =  Hx( t )  +  V( t ) ,  

где H  -  |l 0 |.
Измерительный шум V(t) обладает 

следующими статистическими свойства­
ми

M [ V ( t ) ]  =  T,

M [ ( Y ( t )  -  -  -г)] = R e^(,"r).

С учетом выражения (7) -  (9), изме­
рительный шум может быть связан с век­
тором «белого шума» /7(0 уравнением 
формирующего фильтра

d [ V ( t ) - T ]

d t
- Я [ У ( 0 - г ]  +  /7 ( 0 ,

при

R \ t )  =  M [ t j 2(t)] =  2 RÀ .

Матрица наблюдений оптимального 
фильтра равна

Н* =  |1 0|
0 1
о о

■Л\1 о| 1 — Л +1.

В предположении об отсутствии ап­
риорной информации о начальном значе­
нии вектора состояния ( Р~' (0) = 0) на­
чальное условие для модифицированного 
фильтра получим в виде

( р ' т ґ
R

Ґ1 0Л
,0 0 /

Переходная матрица системы 
Ф(г,0 равна
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Ф(та)  =  е Г{,~т)
1 т - 1  

О 1
Р(0 ̂ в т {т,г)(1т,

о

Используя полученные выражения и 
интегральное представление для ковариа­
ционной матрицы ошибки оценки (10), 
можно определить дисперсии ошибок оп­
тимальных оценок координаты и скоро­
сти объекта

р \  0  = -
24ЯГ7?

Я4И + 8Я¥ + 24Я2/ 2 + 24Я/ 
Я2?2 +ЗЛ/ + 3 ЯУ +2 Я?

3
Я2?2 + 2Яг

2/

Ъ
ЯУ + 2Я?

•(13)

Если алгоритм фильтрации соответ­
ствует упрощенным предположениям о 
характеристиках измерительного шума:

М[У(0] = 0 М[ У( 0 У( т) ]  =  113(1- т ) ,

то появляется дополнительная ошибка 
фильтрации, имеющая как систематиче­
скую, так и случайную составляющие. 
Систематическая составляющая дополни­
тельной ошибки фильтрации определяет­
ся следующим выражением

где Р(1) -  расчетная ковариационная мат­
рица ошибки фильтрации.

В соответствии с формулой (10)

Р(0 = Я

4 6
е

6 12
I2

тогда среднее значение ошибки фильтра­
ции равно

Е х т

Е У ~  0

В этом случае оценка координаты 
смещается на такую величину, как и 
ошибка измерений, а ошибка оценки ско­
рости движения имеет нулевое среднее.

Случайные составляющие фактиче­
ской ошибки субоптимальной фильтра­
ции [2] имеют следующую ковариацион­
ную матрицу:

*
Р (0 =

>Л4

4(1 8 -5 ? Л 2 -2 е ->11(9+9М +2?Л2 )+ 2 )А 3

— (1 2 -3 ? Л 2 -З е _Х* (2+М)2 + ? Л 3 )I

~ ( 1 2 - 3 > Л 2 -З е _Х* (2+ к )2 +)А3)
I

^ ( 1 2 -3 ? Л 2 -З е- ^  (2+И)2 +>А 3) 
\.2

.(14)

Рис. 2. Зависимость от времени дисперсии ошибки фильтрации координаты для оптимального
фильтра и субоптимального фильтра
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Рис. 3. Зависимость от времени дисперсии ошибки фильтрации скорости для 
оптимального фильтра и субоптимального фильтра

На рис.(2) и (3) показана зависи­
мость дисперсии ошибок субоптимальной 
и оптимальной фильтрации координаты 
скорости объекта для различных значе­
ний параметра Л .

Не учет корреляции измерительного 
шума незначительно снижает точностные 
характеристики фильтра Калмана. Ошиб­
ки в параметрах модели становятся исче­
зающе малы в обоих случаях , когда 
X > 0 . Предельное значение Л =  0 соот­
ветствует постоянному смещению в из­
мерениях и отсутствию случайной со­
ставляющей.

Таким образом, используя простую 
модель, не учитывающую корреляцию 
измерительного шума, можно получить 
оценки модели, близкие по точности к 
оптимальным.

Рассмотрим влияние упрощенной 
модели измерителя на точность фильтра­
ции для случайного дискретного времени. 
Для дискретной системы

• * * + 1  =  Фк+1,КХ К ’

'■к =  Н хк +  К- ’ 
где

М[Ук] = тк, М Щ - т Ж ~ т к)т] = Цл .

Фактические характеристики оцен­
ки состояния могут быть получены ана­
логично непрерывному случаю. Если об­
работка осуществляется в соответствии с 
предположением об отсутствии корреля­

ции и систематического смещения оши­
бок измерений

М \у „ \  =  О М В Д ]  = « Д < - 0 ,

то фактическая ошибка фильтрации име­
ет вид

к

х к =  х к,к ~ х к = Рк,к 1 ^ ,  6\,к К/ +  ^ 0 , * ^ 0 *  * о ] .

;=1

Здесь Ркк расчетная ковариацион­
ная матрица ошибки фильтрации, опре­
деленная выражением [2]

д.=[2Х*гЧ. +<л'ч>ыГ. аз)
1=1

где в 1к =  Н Ф 1к.

Среднее значение ошибки оценки 
вектора состояния имеет вид

т = д , 2 Х . л  л-
1=1

Ковариационная матрица случайной 
составляющей фактической ошибки 
фильтрации равна

к к -1
V .  = />. , Д Е 1 Х  «I  к , к >  е , л  +

1=1 1=1 (16)
ф ‘ Р~1Ф  1 р^0,кГ0 ^0,к1г к,к‘

Представим выражение (16) в более 
компактной форме. Введем субвектор 
Л*,, элементами которого являются мат­
рицы
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- -  Boston: The MathWorks, 2005. -  430 p.
Ri в 1кРк к , (i=l,...,k) в субматрице 0 t t c

элементами LKj (i=l,...,k,j=l,..,k).
Ковариационную матрицу фактиче­

ской ошибки фильтрации можно описать 
соотношением

Рф,к,к ~  At,l ^к,к^>,к^0 Ф0Л . к  О 7)

Выводы
По результатам проведенной рабо­

ты были получены аналитические выра­
жения для дисперсии фактических оши­
бок фильтрации, возникающих при не 
учете корреляционного шума.
Не учет корреляции шума измерения не 
приводит к значительному изменению 
дисперсии ошибки и к смещению оценок 
на величину, пропорциональную матема­
тическому ожиданию шума измерений. 
Существенно уменьшаются затраты на 
реализацию практических задач прогно­
зирования и фильтрации нестационарных 
временных рядов с использование фильт­
ра Калмана.

Наблюдается незначительное уве­
личение фактических ошибок по сравне­
нию с оптимальным фильтром.
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