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Вступ 
Автоматичний вихід на друге коло у 

вертикальній площині розглядається як 
реалізація ідеї розгону  і набору висоти за 
критерієм енергетичного швидкісного пі-

дйому з використанням параметру верти-
кальна потенціальна швидкість [1].  

Потенціальна вертикальна швид-
кість літака обмежена як зверху, так і зни-
зу[2] і є наявною вертикальною швидкіс-

тю літака. Дана вертикальна швидкість 
визначена як цільова швидкість виходу на 

друге коло. При цьому забезпечується ви-
конання вимог до повного градієнту на-
бору висоти, який повинен бути не менше 

3,2% зі всіма працюючими двигунами та 
не менше  2,1-2,7% при відмові одного 

двигуна в залежності від загальної кілько-
сті двигунів. Для забезпечення стабіліза-
ції і управління вертикальною швидкістю 

виходу на друге коло рекомендується за-
стосовувати автоматичний канал руля ви-

соти. Канал автомата тяги забезпечує ста-
білізацію програмної тяги виходу на дру-
ге коло, еквівалентної режиму зліт.   

Постановка задачі 
Автоматичний вихід на друге коло 

виконується з режиму автоматичного за-
ходу на приземлення або автоматичного 
приземлення. Це означає, що початкові 

умови режиму автоматичного виходу на 

друге коло наперед визначені параметра-
ми польоту літака на траєкторії призем-

лення. У якості управляючого  параметра 
задамо наявну вертикальну швидкість, 
обмежену як знизу, так і зверху[1,2]. У 

подальшому дану швидкість будемо на-
зивати заданою вертикальною швидкість 

виходу на друге коло. Таким чином, зада-
ча управління зводиться до задачі стабілі-
зації заданої вертикальної швидкості ви-

ходу на друге коло.  Постановка задачі: 
розробити  закон оптимальної  стабіліза-

ції вертикальної швидкості виходу на 
друге коло у каналі руля висоти. 

Математичні моделі динаміки 

повздовжнього руху літака  
Стабілізація та управління вертика-

льною швидкістю літака забезпечує ці-
льове управління розгоном та набором 
висоти уходу. Нехтуючи такою характе-

ристикою, я кривизна траєкторії на поча-
тковому етапі виходу на друге коло, 

приймемо допущення щодо прямоліній-
ності польоту у процесі установленого 
набору висоти  з постійнимградієнтом. У 

цьому випадку синтез законів управління 
вертикальною швидкістю можливо вико-

нати з застосуванням лінійної математич-
ної моделі динаміки повздовжнього руху.  
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Нелінійна математична мо-
дель динаміки  повздовжнього руху 
літака 

Нелінійна система диференційних 
рівнянь ізольованого повздовжнього руху 

літака має вид  [3]:                 
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де n  - задана кількість двигунів;  - кут 

встановлення двигунів 

.2/; 2VqqSbmM arzeRZ  
Інші позначення параметрів системи 

рівнянь (1), а також приведені нижче у 

даній статті, відповідають ДЕСТ 20058-80 
[4]. Кут атаки:          

.                        (2) 
Розширимо систему рівнянь (1). По-

значивши вертикальну швидкість у траєк-

торній системі координат, як yVH і 

продиференціювавши останнє рівняння 

системи (1), отримуємо:  
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Підставивши у рівняння (3) перше і 
друге рівняння системи (1), отримаємо 

рівняння вертикальної швидкості: 
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Враховуючи формули траєкторних  

перевантажень XTn  , YTn  [3] та рівняння 

(3), запишемо систему рівнянь ізольова-
ного  повздовжнього руху літака (1) у ви-
гляді 
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Останнє рівняння системи (5) з ура-

хуванням  першого  і другого рівнянь да-
ної системи прийме вигляд   
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Після перетворень рівняння (6) 
прийме вигляд 

.1cossin YTXTy nngV  (7) 

Перевантаження у  траекторній  сис-
темі координат з урахуванням тангенціа-

льної
 

та  вертикального перевантажень 
запишемо у вигляді [3]: 
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де a - швидкісний кут крену. Враховую-

чи тільки динаміку повздовжнього руху 
літака, рівняння (7) перетворюється до 
виду: 

(8).1cossin yaxay nngV
 

Після вищенаведених перетворень 
система рівнянь (5) має вид:  
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Тангенціальне і вертикальне перева-

нтаження визначаються   наступними рів-
няннями [5]: 
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Рівняння (8) відображує фізику 

управління вертикальною швидкістю: 
 

 при програмному значенні тяги 

двигунів (режим зліт) повздовжнє пере-

вантаження визначається програмною ве-
личиною тяги і конфігурацією літака; 

 єдиним управляючим фактором є 

змінення  вертикального перевантаження. 

Розширимо систему рівнянь (9) па-
раметром вертикальне перевантаження. 
Врахуємо, що при відсутності  вітру  тра-

єкторна швидкість дорівнює повітряній 
швидкості. Виходячи з малого кута атаки 

для  прямолинейного полета, рівняння 
вертикального перевантаження має вид: 
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Враховуючи перше рівняння систе-

ми (9) і рівняння (12), отримаємо: 
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Тоді, в кінцевому вигляді,нелінійна  

система диференційних рівнянь ізольова-
ного повздовжнього руху має вид: 
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Система рівнянь (13) застосуємо для 
синтезу і аналізу закона управління у ка-
налі руля висоти на етапі встановленого 

набору висоти виходу на друге коло. 

Лінійна математична модель 

динаміки повздовжнього руху лі-
така 

Лінеризована модель динаміки по-

вздовжнього руху літака на основі систе-
ми (1): має вид [3, 5]: 
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Формульні вирази коефіцієнтів лі-
неаризованої моделі повздовжнього руху 

(14) представлені у [3, 5]. 
 Відхилення нормального переван-

таження запишемо  у відповідності з   [5]: 
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V
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Продиференціювавши рівняння (15), 
отримаємо  

. (16)y y

V
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З урахуванням (15), (16) систему рі-

внянь (14) запишемо у вигляді: 
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Лінеаризуємо диференційне рівнян-

ня вертикальної швидкості (8). Тоді, має-
мо 
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У результаті  отримаємо  лінеаризо-

ване рівняння: 
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У результаті, лінеризоване рівняння 
вертикальної  швидкості має вид: 
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Індекс “o” при коефіцієнтах рівнян-

ня (17) означає, що данні коефіцієнти ро-
зраховуються при збалансованих  почат-
кових умовах польоту. Лінеаризовані 

змінні рівняння (17) мають вид: 
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Опустивши знак « » і «риску» зве-

рху змінних рівняння (17) й ураховуючи 
рівняння (2) та (15), отримаємо лінеари-

зоване рівняння динаміки вертикальної 
швидкості у вигляді: 
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   Таким чином, лінеаризована сис-

тема диференційних рівнянь динаміки 
повздовжнього руху, має вид: 
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Синтез оптимального закону 
управління у каналі руля висоти 
для стабілізації заданої вертика-

льної швидкості виходу на друге 
коло 

Синтез оптимального закону управ-
ління  у каналі руля висоти виконаємо ме-
тодом аналітичного  конструювання регу-

ляторів за критерієм узагальнюючої робо-
ти А.А. Красовского [6].  

Тракт вертикальної швидкості є, 
щонайменше, нейтральним.  

Це означає, що при дії збурення на 

літак, наприклад, при вітрі, літак не пове-
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рнеться до початкового значення верти-
кальної швидкості.   

 Введемо позначення для параметрів 

системи рівнянь (18), а саме: 
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Для забезпечення астигматизму у 
контурі управління вертикальною швид-

кістю включимо у систему (18) рівняння 
інтеграла відхилення від заданої вертика-
льної швидкості 
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 Тоді, система рівнянь (18) перетво-
рюється до виду: 
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       Узагальнений об’єкт  управління (19) 

є нейтральним (у деяких випадках навіть 
нестійким) і для не термінальної задачі 

без граничної умови квадратичний опти-
мізуючий  функціонал згідно [6] задамо у 
вигляді: 
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Оптимальне управління, яке мінімі-

зує  заданий функціонал (20),  має вид: 
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 - вагові функції об’єкта 

управління (19); -вагові коефіцієнти; 
*T - постійна часу. 

Метою управління є стабілізація за-
даної вертикальної швидкості на встанов-

леній траєкторії виходу на друге коло. 
Тому приймемо коефіцієнти 

044332211
, а коефіцієнти 

55 66
будуть визначати якість стабіліза-

ції заданої вертикальної швидкості. У то-

му випадку коефіцієнти lA3  запишемо у 

розвернутому вигляді, а саме:
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 Оптимальний закон управління ви-

ходом на друге коло  через канал руля ви-
соти має вид: 
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Результати чисельного мо-

делювання  
Коефіцієнти досліджуваного об’єкту  

управління (18) отримані на основі аеро-
динамічних характеристик транспортного 
літака, наведених у [7]. Чисельне моде-

лювання досліджуваного об’єкта  управ-
ління виконано з використанням  програ-

ми MatLab 2011b.   
Нижче наведені результати синтезу 

й аналізу розробленого оптимального 

управління для наступних початкових 
умов польоту: мінімальний посадочна ва-

га
minm ; допустимо-задня центрівка 

ТПЗx ; 

Н=200м; Vo=67,3м/с; VREF=240км/ч;  
Mo=0,198; механізація крила у посадоч-

ному положенні; шасі випущені; 

;38,40

 ;38,40

 ;9971,00yn .1
0ТРyn

 
Розраховані коефіцієнти лінійної 

моделі повздовжнього руху літака (18) 
наведені нижче: 

;03428,0V

xa ;146,0xa  

;03699.0ny

xa ;06461,0V

mza ;0mza

;05322.0ny
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nya ;0nya ;93,3z
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nya

;06421,0V

vya ;0vya .03226,0ny

vya
 

Синтез закона управління вертика-
льної швидкості виконаний при наступ-
них параметрах функціонала оптимізації 

(20):  

;155 ;1,066 ;10*T .23k
  

Результати синтеза оптимальних ко-

ефіцієнтів закона управління (22). 
Отримані у результаті  двох ітера-

цій: 
У першій ітерації 

;873,0V

BK ;024,1BK ;7951,0z

BK

;09,0ny

BK ;183,7Vy

BK 6649,0
~
yV

BK , 

У другій ітерації виконана корекція 
тільки за трьома коефіцієнтами, а саме  

;7,0V

BK ;2Vy

BK .1
~
yV

BK  

На рис. 1-4 показані результати ро-

боти оптимального закону (22) для ліній-
ної моделі повздовжнього руху (18) при 
ненульовому початковому відхиленні ве-

ртикальної швидкості  Vyo=3м/с.   
Наведено синтез і аналіз  оптималь-

них коефіцієнтів закону управління (22) 
для висоти траєкторії виходу на друге ко-
ло Нo=50м, Нo=200м и Нo=400м, а також 

при  несприятливих відношеннях ваги та 

центрівки літака      (
minm і 

ТПЗx ;  
maxm і 

ТППx ). Задана швидкість захода на посад-

ку  є функцією посадочної маси літака 

).(mfVREF
 

Рис. 1. Графік відхилення вертикальної  

швидкості )(tfVy  

м/с)

Рис. 2. Графік відхилення істинної       швид-

кості )(tfV  (м/с) 
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Рис. 3. Графік відхилення кутової швидкості 

тангажа )(tfz
 (град/с) 

 
Рис. 4.  Графік відхилення руля висоти 

)(tfв  (град) 

Дослідження показали, що оптима-

льні коефіцієнта закона управління (22) є 
функціями числа М. На рис. 5-10 предста-

влені результати даних досліджень. 

 
 

Рис. 5. Коефіцієнт )(MfKV

B  

 
Рис. 6 Коефіцієнт )(MfKB  

 

 
Рис. 7 Коефіцієнт )(MfK z

B  
 

 
Рис. 8 Коефіцієнт )(MfK ny

B  
 

 
Рис. 9 Коефіцієнт )(MfKVy

B  
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Рис. 10. Коефіцієнт )(
~

MfK yV

B  
У результаті досліджень отриманий 

оптимальний закон управління кермом 
висоти, котрий забезпечує стабілізацію 

заданої вертикальної швидкості виходу на 
друге коло, а саме: 
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Висновки 
Метод аналітичного конструювання 

регуляторів за критерієм узагальненої ро-
боти дозволяє синтезувати структуру й 

оптимальні коефіцієнти закону  управлін-
ня заданою вертикальною швидкістю ви-
ходу на друге коло. Задача синтезу кла-

сифікувалася як нетермінальна задача без 
граничної умови для нейтрального 

об’єкта  управління.  
Аналітично визначені нелінійне і лі-

неаризоване диференційне рівняння вер-

тикальної швидкості. Данні рівняння ви-
користовувались для синтезу й аналізу 

регулятора заданої вертикальної швидко-
сті виходу на друге коло. 

Коефіцієнти розробленого закону 

управління є функцією числа Маха і, та-
ким чином, забезпечується адаптивність 

до поточного режиму польоту. 
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