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Рассматрены вопросы представления НМ  A~ как тензорных гранул с матрицами размерностью 2n  и  nn,  где  
n – число различимых элементов.  Принцип построения гранул, как группы объектов объединяемых неразличимо-
стью, сходством,  близостью (т.е. отношениями, обладающими, по крайней мере, свойствами симметричности и 
рефлексивности) позволяет  тензорные гранулы рассматривать в качестве  минимальных гранул, из которых 
должны формироваться крупные гранулы. Сформирован принцип ограниченности F-норм матриц гранул Сущ-

ность принципа состоит в том, что условие включения A~ U распространено на нормы  матриц гранул (тензо-

ров), моделирующих НМ   и УМ , в рассматриваемом случае A~ иU соответсвенно. Предложено  гранулярные вы-
числения реализовывать в на основе моделей Кронекеровой алгебры, введены расширенные операции Кронекеровой 
алгебры - ⊙min и g. 

Введение 
В последнее 10-летие резко возрос интерес к 

гранулированию информации и гранулярным 
вычислениям (гранулированный компьютинг – 
ГрК ). Это объясняется, прежде всего, тем, что 
информационные гранулы (ИГ) играют веду-
щую роль в представлении и обработке знаний 
когнитивными агентами. В частности, выделе-
ние скрытых знаний, определение новых 
свойств информационных объектов на основе 
методов интеллектуального анализа данных 
(ИАД), например, интеллектуальный кластер-

ный анализ в условиях неопределенности [1] и 
др. задачи успешно решаются при использова-
нии гранулярной парадигмы. При этом отмеча-
ется, что уровень грануляции (размер гранул) 
имеет принципиальное значение для описания 
агентом проблемы и выбора стратегии ее реше-
ния. В то же время не существует универсаль-
ного уровня информационной грануляции;  
размер гранулы является проблемно-
ориентированным, зависящим от агента и ха-
рактера решаемой задачи. 

  
а) б) 

Рис.1. Иерархическая природа гранулирования:  
 а) пример гранулирования, б) четкие и нечеткие гранулы для понятия «возраст» 

 
Современное состояние проблемы, 

основные определения 
Первой работой, в которой поставлен вопрос 

гранулирования нечеткой информации и опре-
деления способов ее обработки, была работа 
Л.Заде [2], в которой гранула определена как 
группа объектов (или точек), которые предста-
влены (изображены) вместе на основе разли-

чимости, сходства, близости. Последующее ра-
звитие идеи гранулирования нечеткой инфор-
мации получили в работе [3]. Отмечено, что 
почти во всей человеческой аргументации и об-
разовании понятия гранул есть нечеткими  
(f-гранулы). 

В работе [4] приведены примеры того, что 
гранулирование в сущности есть иерархиче-
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ским. Например, на рис. 1 гранула А состоит из 
нескольких гранул Аi. Тем не менее, горизонт 
формирователя значительно ограничен чем то 
самым крайним. Человеческая аргументация 
неточна по происхождению, и, кроме  
того, пределы между компонентами целого  
не могут быть отчетливо выраженными, следо-
вательно, поскольку действительность  
не четка, гранулы должны также быть адекват-
ными этому. 

В работе 3 приведено определение гранулы 
как формальной группировки объектов, опре-
деленных обобщенным ограничением, в част-

ности ,    








НО
R

связка
isr

НП
X ~~  – рис. 2, там же пред-

ставлена Декартова гранула,определяемая как 
Декартово произведение гранул (рис. 3), при-
мер Декартового гранулирования AiBj – рис. 4. 

 
Рис. 2. Гранула 

 
Рис. 3.Декартово гранулирование:  

G=пожилой  высокий 

В работах [5, 6] показано, что отказ от по-
стулатов принадлежности и различимости, ба-
зовых для традиционных множеств (мн-в), при-
водит к появлению неклассических (нестан-
дартных) теорий множеств (НТМ). Не касаясь 
известных НТМ – теории частей и границ  
Лесьневского и ее современных расширений, а 
также альтернативной теории множеств (АТМ) 
П. Вопенки [7] отметим, что в них впервые вве-
дено понятие «горизонта», вблизи которого 
возникают феномены неразличимости и нечет-
кости. К сожалению, в работах 5, 7 не постав-
лены вопросы, без ответа на которые дальней-
шее продвижение в данном направлении иссле-

дований, по крайней мере, затруднено. К числу 
этих вопросов следует отнести следующие: 

- является ли неразличимость следствием от-
сутствия информации или объекты могут быть 
различимыми в одной шкале и неразличимыми, 
т.е. тождественными, в другой – более укруп-
ненной или размытой; 

- должны ли в этих условиях использоваться 
принципиально разные системы координат, 
например, декартовы или р-адические; 

- в какой метрике (Архимедовой или не-
Архимедовой) возникает (или должна исследо-
ваться) неразличимость и нечеткость. 

Термины гранула и гранулирование своим 
появлением обязаны проблемам ИАД, попытка 
моделирования информационных систем на 
уровне моделей искусственного интеллекта 
неизбежно приводит к ИГ, т.к. их наличие есть 
атрибут естественного интеллекта. В работе 5 
отмечено, что  переход от нестандартных  
множеств к гранулярным вычислениям связан  
с решением ряда ключевых проблем, в  
частности: 

- кто и что является потенциальным потре-
бителем ИГ; 

- специфика задач интеллектуального анали-
за данных как одного из типов задач  
ис-кусственного интеллекта, связанных с  
понятием ИГ; 

- по определению четкое множество, НМ, 
интервал являются ИГ, следовательно, для них 
необходимо определить иерархическую струк-
туру и определить ее роль в формирова-нии бо-
лее крупных ИГ, т.к. любое укрупнение 
(усложнение) неизбежно влечет изменение 
структуры объекта (сложность по Г. Саймону 
напрямую связана со структурой объекта). 

Использование ИГ ставит общую проблему 
гранулярной онтологии как онтологии пред-
ставления сложных единиц информации и вы-
явления знаний из данных, определения пути и 
методов, которыми эта проблема должна ре-
шаться 5. Специфика современного представ-
ления гранулирования информации основана на 
неклассическом представлении множества, в 
свою очередь классическое представление ос-
новано на принципах принадлежности и раз-
личимости элементов, гранула – совокупность 
неразличимых (в определенном понимании) 
объектов (элементов), определяемая их количе-
ством и типом 5, 6.  

Принцип построения гранул требует опреде-
ленных разъяснений: неразличимость понима-
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ется как неразличимость по типу, допускаю-
щая количественную оценку, например, ФП не 
различимы по своей природе, но количество 
ФП известно, в то же время ФП близки и сход-
ны по своей природе. 

 
Рис. 4. Декартова грануляция: грануляции X и Y 

порождают грануляцию (X; Y). Ai – гранулы для X; 
Bj –гранулы для Y; AiBj  гранулы для (X, Y), 

v)(u,jBiAμ    (v),jBμ(u)iAμ   

 – связка, для  =min. 

Кроме того, при построении гранул возни-
кают вопросы: 

- НМ и интервал являются гранулами, состо-
ящими из элементов, каким образом в этих объ-
ектах необходимо учитывать матрицу внутрен-
ней близости (сходства), учитывающую попар-
ную близость элементов – xi/ (x)

i , xi+1/ (x)
1i , …; 

как интерпретировать эти матрицы, как учиты-
вать вложенность НМ и УМ на уровне матриц 
близости; 

- что является минимальной гранулой, из ко-
торой должны создаваться крупные гранулы, 
кроме того, уровень грануляции (размер гра-
нул) имеет существенное значение для описа-
ния проблемы и выбора стратегии ее решения, 
следовательно, во всех ли случаях НМ с тру-
гольной ФП достаточно для построения слож-
ных гранул. 

Отметим важную особенность гранул – це-
лостность динамической информационной 
структуры и ее целенаправленность, размер 
гранулы является проблемно-

ориентиро-ванным и зависящим от задачи и 
предполагаемого способа ее решения, однако 
роль струк-туры в процессе решения практиче-
ски не рассмотрена, кроме того, преобразова-
ние гранул – проблема в гранулированном вы-
числении. 

Интерпретации и классификации гранул да-
ны в работах 2, 3, гранула – часть целого, од-
задача (в задаче), кластер, переменное ограни-
чение (в смысле Л. Заде), единица знания. От-
носительно классификации гранул, следует от-
метить, прежде всего, их многообразие: грану-
лы могут отличаться по своей природе, слож-
ности, размеру, уровню абстрактности-
детализации, термин «грануляция» предполага-
ет процессы композиции (формирование более 
крупных гранул или объединение группы эле-
ментов) и декомпозиции (формирование более 
мелких гранул), однако классификация гранул 
по их внутренней структуре отсутствует. В ци-
тированных выше работах Л. Заде  приведены 
типичные модели гранул, отметим те, которые 
связаны с рассматриваемой задачей:  

- интервалы; 
- нечеткие множества; 
- лингвистические переменные; 
- кластеры. 
Примитивы языка гранулярных вычислений 

– покрытия, разбиения, окрестности Данный 
контекст нуждается в определенном уточнении, 
т.к. гранула – НМ может представлять собой 
бинарное дерево – объединение кластеров, в 
состав примитивов следует внести тензоры и 
операции над ними 5, 6, гранулирование ин-
формации можно реализовать методами клас-
сификации и кластерного анализа, с помощью 
отношений вложеннос-ти и нестандартных 
множеств.  

Примеры сингулярных и гранулярных зна-
чений (рис. 5) приведены в 3, в данной работе 
показана возможность их однозначного описа-
ния при помощи тензорных моделей.  

   
 

 
 

а) б) в) г) д) 
Рис. 5. Информационные гранулы 3: а) сингулярное значение, б) четкий интервал,  
в) распределение вероятности, г) распределение возможности, д) нечеткий график. 
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Постановка задачи 
Гранулярный компьютинг имеет достаточно 

много определений, приведем одно из них, 
предложенное в работе 8: “… разработанная 
… на основе методологи Systems Science, со-
временная парадигма, методология и методика 
информационного анализа неочевидно структу-
рированных динамических систем («нечетко» 
структурированных систем) с изменяющейся в 
процессе функционирования структурой”. Со-
ответственно гранулярные вычисления вклю-
чают в себя мягкие» вычисления (МВ) и соб-
ственно методологию и методику гранулярных 
вычислений. Отметим, что МВ – обобщенный 
термин, включающий в себя математические 
теории общей топологии, теорию НМ, нейросе-
тевые вычисления и др. 

Естественно, гранула состоит из элементов, 
при этом, элемент может быть гранулой, а гра-
нула может быть элементом другой гранулы. 
Формально объединение элементов в гранулу, 
как это отмечалось выше, определяется исходя 
из сходства элементов, «близости» элементов и 
т.д., на практике нередко ограничиваются т.н. 
визуальным сходством, не взирая на то, что ма-
тематическое сходство требует построения 
специальных матриц 9. Каждая гранула обла-
дает внутренними, внешними и контекстуаль-
ными свойствами. Процесс грануляции пред-
ставляет собой итеративную алгоритмическую 
процедуру последовательного выделения ча-
стей различного уровня общности и согласова-
ния уровней абстракции и редукции при анали-
зе неочевидно структурированных динамиче-
ских систем. Отметим, что внутренние свойства 
НМ как f–гранулы наименее исследованы. 

Хотя понятие «минимальной» (или «началь-
ной» гранулы), из которых следует «собирать» 
крупные гранулы, не определено и зависит от 
контекста рассматриваемой проблемы, ниже 
понятия множества элементов (в общем слу-
чае нечеткого) не опускаются. Это обстоятель-
ство отображается, в частности, в том, что от-
ношения между гранулами описы-ваются с по-
мощью нечетких графов и систем нечетких ло-
гических правил типа «если …, то …».  

В работах 10-12 приведены принципы гра-
нулирования, реализуемые на основе грануляр-
ной логики и гранулярной математики, кото-
рые, в свою очередь, основаны на топологии, 
степенных операторных алгебрах, интерваль-
ных алгебрах, алгебрах нечетких, мягких и  
грубых множеств и т.д. При грануляции  

используются методы многокритериальной  
оптимизации. 

В работе 13 рассмотрен метод представле-
ния информационных гранул, индуцированный 
нечеткостью, который является наиболее часто 
применяемым, показано, что нечеткая гранула 
(в общем случае НМ ) может быть представле-
на как произведение независимых скалярных 
экспоненциальных функций, отметим, что в 
данной работе гранула рассматривается, в част-
ности, как тензорное произведение векторов, 
представляющих собой элементы мн-ва упоря-

доченных пар, т.е. }{x/μ (x)  




  (x)μx .  

Наиболее полно роль НМ как пользователь-
ориентированного процессорного каркаса ГК 
отражена в работе 14. НМ рассматривается 
как одна из ключевых технологий ГК, НМ-
гранула информации, моделируемая основным 
понятием частичной принадлежности (член-
ства). Частичное членство есть критическим в 
целом ряде повседневных явлений, НМ обеспе-
чивают необходимый формализм, образован-
ный многозначной логикой, в плохо формали-
зованных задачах. 

В соответствии с работой 15, НМ выступа-
ют как гранулированные представители число-
вых данных, что компонуются в некоторый 
контекст. Используя ФП, пытаются объединить 
их в виде компактного объекта. НМ выступают 
как агрегаты числовых данных, НМ могут фор-
мироваться на основе числовых данных через 
их кластеризацию (группирования). Тот факт, 
что каждая гранула обладает внутренними, 
внешними и контекстуальными свойствами, 
свидетельствует о ее автономности и самодо-
статочности. Поэтому одной из задач является 
исследование внутренних свойств НМ-гранулы 
(или f-гранулы), представленной в виде  
тензора. 

Хотя процесс грануляции в общем случае 
представляет собой итеративную алгоритмиче-
скую процедуру последовательного выделения 
частей различного уровня общности и согласо-
вания уровней абстракции и редукции при  
анализе неочевидно структурированных  
динамических систем, в данной работе автора-
ми он рассматривается только с позиций  
НМ-гранулы (или f-гранулы), представленной в 
виде тензора. 

Рассматривается комплекс задач: 
- представление ИГ в виде тензоров с матри-

цами 2m или mm, где m – количество разли-
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чимых элементов, в случае НМ – число упоря-

доченных пар m
1}(x){x/μ ; 

- структурная модель информационной  
гранулы; 

- математические операции с полученными 
ИГ; 

- получение новой (скрытой) информации 
относительно  свойств НМ, представлен-ных в 
виде гранул; 

- прикладные задачи, связанные с оценкой 
влияния ФП на результат арифметической опе-
рации с ИГ.  

НМ как п/мн-во упорядоченных пар: 
 }, {U,A ~
где U – универсум,  – ФП, т.е. 

A~ =  }/{u (u)
ii  , 

(u)
i [0, 1], A~  U[0, 1], в 

работе рассматривается в виде гранул 2-х 
форм: 

1-ая форма -  }/{uA (u)
ii 

~
 A(1)= 

n

1i

(u)
iμ   iu








 = 







 (u)
nμ   nu . . ;.(u)

1μ   1u , 

2-ая форма -  }/{uA (u)
ii 

~  A(2)= 
n

1i

T(u) ][μ  [u]







  = 







 (u)
nμnu(u)

1μn.u . ;.(u)
nμ1u(u)

1μ1u  , 

где  – символ тензорного (Кронекерова) про-
изведения, т (или ') – символ транспонирования, 
u=[u1u2…un], =[12…n], размерность  
A(1) – 2n, размерность A(2) – nn. В случае, ес-
ли НМ задается только своей ФП, используется 
диагональная форма представления НМ и УМ, 
на котором определено НМ. 

Способ решения основных задач 

Представление НМ A~ в форме тензоров с 
матрицами вида A(1), A(2) равносильно гранули-
рованию НМ в виде Декартового произведения 
AiBj 3, полученные объекты семантически 
совпадают с гранулами типа Ai  Bj. Отметим, 

что в данной работе тензор рассматривается как  
многомерный массив 16 . 

Применение тензорных гранул связано с ре-
ализацией внешних, внутренних и многомер-
ных произведений тензоров, а также анализом 
их норм. В частности, анализ норм тензорных 
гранул для условий принадлежности, непри-
надлежности, частичной принадлежности мо-
жет играть важную роль в принятии решений. 
Рассмотрим примеры. 

Пусть 
def

x ~ {x=[3 5 7], =[0 1 0]} и {[3 5 7], 
=[1 1 1]}, ИГ для 2-ой формы представления 
имеют вид: 

tx=kron(x,[0 1 0])= 













0     0     0
7     5     3
0     0     0

 

norm(tx,'fro') = 9.1104 
а) 

tx1=kron(x,[1 1 1]')= 













7     5     3
7     5     3
7     5     3

 

norm(tx1,'fro') = 15.7797 
б) 

F-нормы матриц близости гранул для случав:  
а) ntx = norm(squareform(pdist(reshape(tx1,9,1))),'fro')=20.7846,  
б) ntx1 =norm(squareform(pdist(reshape(tx,9,1))),'fro')=32.3110.  

Имеет место неравенство: 0ntxntx1, где 0, ntx, ntx1 – 
нормы векторизованных гранул ЧМ непрнадлежно-

сти, принадлежности и НМ с треугольной ФП. 
ИГ для 1-ой формы  представления:    

tx=[3/ 0,5/1,7/ 0] 















0    7
1     5
0    3

 
norm(tx,'fro') = 9.16 

tx1=[3/1,5/1, 7/1] 















 1    7
1    5
1    3

 
norm(tx1,'fro') = 9.27 

tx3=[3/0,5/0, 7/0] 















0    7
0    5
0    3

 
norm(tx3,'fro') =  9.11 

tx2 =[3/0.2, 5/0.75, 7/0.3] 
















0.3    7
0.75    5
0.2    3

 
norm(tx2,'fro') =    9.15 

а) б) в) г) 

F-нормы гранулированных четких и нечетких множеств: а) гранула для НМ tx=[3/0;5/1;7/0] с треугольной ФП 
и ее F-норма; б), в) – гранулы для четких множеств tx1=[3/1;5/1;7/1] и tx3=[3/0;5/0;7/0] и их F-нормы. соответ-

ственно), г) гранула для реального НМ tx2=[3/0.2;5/0.75;7/0.3] с треугольной ФП и ее F-норма. 
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Данные гранулы характеризуют абсолютную 
принадлежность и полную непринадлежность 
НМ данному УМ соответственно; справедливо 
условие: 2

F3tx  2
F2tx 2

F1tx . Справедливо 
обобщение, что F-норма любого НМ, заданного 
на данном УМ, лежит в интервале F-норм ИГ 
(ЧМ) полной принадлежности и непринадлеж-
ности. F-нормы для tx1 и tx3 (для которых 

(i)i=1 и (i)i=0) в дальнейшем называем 
предельными для заданного УМ. Ниже приве-
дены результаты исследования гранул, сформи-
рованных на НМ iA~  iU , UiU,i=1,L; для ко-
торых справедливо: UA II

i
~ , т.е. 

[ (max)
ia  (min)

ia ] [   u (min) (max)u ]. 

tx5=[3.5/0,5.1/1, 6.5/ 0.]  
















0   6.5

1   5.1

0   3.5

 tx4=[3.5 / 0.12, 5.1/ 0.95, 6.75/ 0.3]
















0.30   6.75

0.95     5.1

0.12     3.5

 

norm(tx5,'fro') = 9.03 norm(tx4,'fro') = 9.21 
а) б) 

F-нормы НМ tx4 и  tx5, определенные на вложенных УМ, УМ1 УМ:  
а) НМ tx5=[3.5/ 0, 5.1/ 1, 6.5 /0.], определенное на УМ1УМ, имеет предельные F-нормы:  

[ 3.5/0, 5.1/0, 6.5/0]  norm(n1, 'fro') = 8.98, [3.5/1,  5.1/1,  6.5/1]  norm(n1,'fro')= 9.14, 8.98 <9.03< 9.14;  
б) НМ tx4=[3.5/0.12;5.1/0.95;6.75/0.3], определенное на УМ1УМ, имеет предельные F-нормы 9.16 и 9.32, 

т.е.9.16< 9.21 < 9.32. 

На рис.6 приведены НМ, матрицы гранул которых имеют одинаковые нормы:

 

 















0  7.0
0  5.0
1.  3.0

 

 

 















0  7.0
1  5.0
0.  3.0

 

 

 















0  7.0
1  5.0
0.  3.0

 

   norm(tx,'fro') =   9.17 norm(tx,'fro') =   9.17 norm(tx,'fro') =   9.17  

Рис. 6. Гранулы НМ, имеющие одинаковые нормы 

На рис. 7 приведены нормы гранулированных НМ, определенных на общем УМ. 
norm([3 0;5  0; 7 0],'fro') = 9.1104 
norm([3 0;5  1; 7 0],'fro')=  9.1652 
norm([3 1;5  1; 7 1],'fro') = 9.2736 
norm([3 0.4;5 0.9; 7 0.5],'fro') =9.1771 
norm([3 0.2;5 0.9; 7 0.3],'fro') =9.1619 
 
[9.1104,  9.2736] – предельные нормы 

 

 
 

 

Рис. 7. Нормы гранулированных НМ, определенных на общем УМ:  
справедиво, что 9.1104  < (9.1619, 9.1652,  9.17.71) < 9.2736, т.е. выполняется принцип ограниченности норм 

Предложен принцип ограниченности F-норм 
матриц гранул УМ, на котором задано НМ, и 
НМ. Сущность принципа состоит в том, что 
условие включения A~ U распространено на 
нормы матриц гранул (тензоров), моделирую-
щих НМ и УМ, в рассматриваемом случае A~ и 
U соответственно. Таким образом, утвержде-
ние, что F-нормы матриц гранул УМ и НМ 
должны быть близкими, если имеется семанти-
ческая близость между объектами, не лишено 

смысла или, по крайней мере правдоподобия, 
т.к. изначально постулировано, что УМНМ. 
Принцип ограниченности F-норм позволяет в 
общем случае для НМ, определенных на одном  
УМ, снизить  интервальную неопределенность, 
например, в данном случае исходный интервал 
(УМ) – [3, 7], рассчетный интервал, определен-
ный на основе принципа ограниченности F-
норм, составляет [3.5, 6.75], т.е. l[3, 7] > l[3.5, 6.75]. 
Имеет место 20 % сокращение длины интерва-
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ла, в ряде случаев это может иметь принципи-
альное значение.  

Предложение. Пусть НМ }{x/X (x)~  , X~ U 
и существуют гранулы (матрицы) X и U, X~  
X, U U, определены F-нормы (norm(U, fro)) 
для условий полной принадлежно-сти и непри-

надлежности: 





 1nu. . 1;.1u(1)U  и 







 0nu  . . . 0;1u(0)U  соответственно, реше-

ние задачи 2
FUX  min при ограничениях: 

trace(U(0)*(U(0))T)trace(X*XT)trace(U(1)*(U(1))T) 
или   i

(1)
iii iii

(0)
ii uxu , 

x1 > u1, xn < un, 
  i ii i cx  

позволяет определить гранулу 

X*= 




  (n)

n  .  . . ;(1)
1 xx , которая будет (в 

смысле F-нор-мы) ближайшей к заданному 

УМ, и представляет НМ }/{xX (x)~ , X~ U, 
объективно (однозначно) отображающую усло-
вия неопределенности. 

Отметим, что близость норм матриц гранул 

bA~ и bU можно рассматривать как близость 

матриц bA~ и  bU , т.е как задачу:  
2

F
-min bb UA~ =trace (( bb UA -~ )* ( bb UA -~ )T)  

при ограничениях: 
i ia < i iu ,i=1,n; 

1μi
(i)
A
 ~  (или 2 в случае априорного 

назначения трапециевидной ФП), 
т.к. (norm(X, 'fro'))2=(sum(diag(X'*X))) или 
trace(X'*X), 

В работе [19] определено четкое (обычное) 
подмножество A , расположенное на наимень-
шем евклидовом расстоянии от данного НМ 
A~ = (a)a/μ , показано, что это множество имеет 
наименьшую норму и обладает свойствами: 









 0.5)(x если  ,or    0.5;)(x если  ,  0.5;)(x если  ,)(x iAiAiAiA ~~~ 1010 . 

Аналогично сформулированной задаче, 
можно рассмотреть обратную задачу – опреде-
лить НМ A~ , норма матрицы гранулы которого 
наименее отличается от матрицы гранулы УМ 
U={u} при условии вложенности этих мно-
жеств, т.е A~  U. Отметим, что условие вло-
женности не исключает определение НМ A~ как 
наименее уклоняющегося от УМ U при услови-
ях (правилах): 

- НМ A~ = n1(a)
ii /μa  наиболее близко к УМ 

U={u1 1;… un 1} – условие полной принадлеж-
ности; 

- НМ A~ = n1(a)
ii /μa  наиболее близко к УМ 

U={u1 0;… un 0} – условие полной непринад-
лежности; 

Сохраняя идеологию 19, для НМ A~  и УМ 
U вначале определяют матрицы гранул сход-
ства (близости), затем определяют их F-нормы 
и наконец вычисляют  (a)a/μ , решая оптимиза-
ционную задачу. 

Определение. НМ как информационная гра-
нула – объект, элементы которого (-уровни) 

связаны иерархической структурой, свойства 
которой определяются матрицей сходства 
(расстояний). На рис. 8 приведено сравнение ве-
щественных чисел и четких интервалов с нечеткими 
числами и нечеткими интервалами  соответственно  
путем построения их иерархических структур (би-
нарных деревьев), плостроенных на основании мат-
рицы сходства. 

 
Рис. 8. Нечеткие числа и нечеткие интервалы:  

сравнение вещественных чисел и четких интервалов  
с нечеткими числами и нечеткими интервалами  

соответственно. 
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а) б) в) 

Рис. 9. Тензорные гранулы: а) УМ   U=[1.2   1.3   1.4]T,  
б), в) НМ A~ =[1.2  0; 1.3  1; 1.4  0] и 2A~ = =[1.2 0; 1.28 1; 1.32 1; 1.4 0] соответственно. 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

 
г) 

Рис. 10. Иерархические структуры гранул:  
а)УМ, б) НМ A~ =[1.2  0; 1.3  1; 1.4  0], в), г) 2A~ =[1.2 0; 1.28 1; 1.32 1; 1.4 0]  

при кластеризации на 4 и 3 кластера соответственно 

Гранулярные вычисления в на основе моделей 
Кронекеровой алгебры. В общем случае для ма-

триц A=  n
mija  B=

s

r
ijb 





 размерностью mn и 

rs их Кронекерово произведение AB равно: 

A  B =





















BBB

BBB

BBB

mnam2a  m1a

2na22a  21a

1na12a  11a









. 

Свойства КП подробно изложены в 20. 
Векторизация матриц vec(AYB)=(BA) vec(Y) 
(в контексте символы Т и  обозначают транспо-
нирование) имеет важное значение для решения 
систем матричных уравнений в векторно-
матричной форме. Например, для уравнения 










2221

1211

aa
aa










42

31

xx
xx

= 








2221

1211

сс
сс

 

решение может быть записано как AXI=C. Ис-
пользуя векторизацию можем записать  

vec(AXI)= (I A) vec X = vec C. 

След: tr(AB)=tr Atr B, tr(A)= 
 n1,i

iia (или 

  n1,i iia /n).  

Тензорная сумма (ТС): даны матрицы 
A(nn), B (mm), тензорная (Кронекерова) су-
мма A B=AIm+InB, где Im, In – единичные 
матрицы.  

Расстояние между матрицами A, B (Фробе-
ниусовская норма):  

d(A,B)F=(tr((AIm-InB)*(AIm -InB)T))1/2. 
Расширенные операции Кронекеровой алге-

бры – ⊙min и g,: оператор ⊙min, определен в 

виде: ⊙min:RRnRn, (,X) ⊙minX, где если 
X=[x1x2…xn], то: 
⊙minX=[min(,x1)min(,x2)…min(,xn)].  

Оператор g, определен в виде: 

g:RmRn Rmn, (X,Y)  X g Y, 

где если X=[x1x2…xm]T, то: 

XgY=[x1⊙minYx2⊙minY…xm⊙minY]. 

Известно, что арифметические операции над 
НЧ }{a/μA (a)~ и }{b/μB (b)~  в ТНМ выполня-
ются следующим образом: 

(y)))μ(x),(min(max(z)B*AC BAY*XZCf ~~~
~~~ 


, 

где *f- нечеткая операция, соответствующая 
произвольной алгебраической операции над 
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обычными числами. Гранульное представление 
НМ позволяет операцию нечеткой арифметики 
выполнить так. Пусть НМ A~ и B~  имеют грану-

лы A и B: A= 





 (a)

nn
(a)
11 μ  a . ;.μ  a . , 







 (b)

mm
(b)
11 μ  bμ  b ;...B . Представим грану-

лы A и B в виде: A=[A(:,1) A(:,2)],  
B=[B(:,1) B(:,2)], где: 


















n

1
(a)

a

a
(:,1) AA ,




















(a)
n

(a)
1

(m)

μ

μ
(:,2) AA ,


















n

1
(b)

b

b
(:,1) BB ,




















(b)
n

(b)
1

(m)

μ

μ
(:,2) BB . 

Операция над гранулами выполняется в 2 
этапа:  

на 1-ом – выполняется операция над векто-
рами (a)A  и (b)B , т.е. C(a,b)= (a)A *g

(b)B , где  
* – арифметическая операция, *{+,-,,/}; 

на 2-ом этапе выполняется операция min 
(A(m) , B(m)), т.е. С(m)= min (A(m) , B(m)). Результат 
операции 

C=[ C(a,b)  С(m)]= 


















)μ,min(μ  ba

               
)μ,min(μ   ba

(b)
n

(a)
nnn

(b)
1

(a)
111

*

*
 . 

Пример (Гранулярная сумма 2-х НМ) 
Пусть на УМ [3, 7] представлено утвержде-

ние < 5~
def
 примерно 5> в виде НМ с треуголь-

ной и трапециевидной ФП:  
НМ a~ = ={3/0, 5/1, 7/0}, его гранула  

ta =[a1, 1; a2, 2;a3, 3], 
дефадзификация по методу ЦТ дает:  

а(def) = 







1,3i i

1,3i ii

μ
μa

, 

функция следа: 

½trace(а*аТ)1.2=tra=
21

1,3

2
i

2
i μa

/

i











, 

результаты вычислений:  
а(def)=5, tr a=  ½ (32+ 52+72+1)0.5=4.58, 

таким образом:  








1,3i i

1,3i ii

μ
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½
21

1,3

2
i

2
i μa

/

i











; 

НМ b~ ={3/0, 4/1, 6/1,7/0} и его гранула   
tb=[b11;b22;b33;b44], результаты вычислений:  

b(def)=5, tr a=½(32+42 +62 +72 +2)1/2 5.3,  


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2
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c~ = a~  b~ = trimf5~  trapmf5~ =  

={3/0,5/1,7/0}{3/0,4/1,6/1,7/0}ta+tb= 

=
















0  7

1   5
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0   7

1   6

1   4

0   3

=  

=kron( a~ ,eye(4,6))+kron(eye(3,6), b~ )=tc 

tc =
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0     0     0     0     0     0     0     7     7     0     0     0

0     0     0     0     0     0     1     6     0     7     0     0

0     0     0     0     0     0     1     4     0     0     7     0

0     0     0     0     0     0     0     3     0     0     0     7

0     0     1     0     0     0     0     0     5     7     0     0

0     0     0     1     0     0     0     0     1     11    0     0

0     0     0     0     1     0     0     0     1     4     5     0

0     0     0     0     0     1     0     0     0     3     0     5

0     0     0     0     0     0     0     0     3     0     0     7

0     0     0     0     0     0     0     0     0     3     1     6

0    0     0     0     0     0     0     0     0     0     4     4

0     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0     6

, 
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trace(tc)= 10.74, т.е. tra +trb=4.58 +5.3=9.88, 
trace(tc)  tra +trb. 

Таким образом, след гранулярной суммы 
НМ a~  b~  приближенно совпадает с суммой 

дефадзифицированных значений НМ a~ и b~ . 

 

 

a) 

 
б) в) 

Рис. 11. Графическая иллюстрация суммы гранул НМ a~  и b~ :  
а) гранула для НМ 5~  с треугольной ФП; б) гранула для НМ 5~  с трапециевидной  ФП;  

в)  гранула для 5~  5~  
Выводы 
1. Информационные гранулы играют веду-

щую роль в ИАД, задачи определение новых 
свойств информационных объектов успешно 
решаются при использовании гранулярной па-
радигмы. Гранула рассматривается как группы 
объектов объединяемых неразличимостью, 
сходством, близостью (т.е. отношениями, об-
ладающими, по крайней мере, свойствами сим-
метричности и рефлексивности)  

2. Предложено представление (формирова-
ние) ИГ в виде тензоров с матрицами 2m или 
mm, где m – число различимых элементов, что 
позволяет определить структурную модель ИГ 
и получить новую (скрытую) информацию от-
носительно новых свойств НМ, представлен-
ных в виде гранул, в частности, сформулиро-
вать и решить прикладные задачи, связанные с 
оценкой влияния ФП на результат арифметиче-
ской операции с ИГ.  

3. Предложен принцип ограниченности  
F-норм матриц гранул,сущность которого со-
стоит в том, что условие включения A~ U рас-
пространено на нормы матриц гранул (тензо-
ров), моделирующих НМ и УМ, в рассматрива-
емом случае A~ иU соответственно.  

4. Показана целесообразность реализаци  
гранулярных вычислений на основе моде-лей 
Кронекеровой алгебры,позволяющих 
существенно расширить возможности 
гранулярного компьютинга при решении 

задачи управления в условиях 
неопределенности. 
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