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Національного авіаційного університету 
Розглянуто важливі для практичних застосувань властивості векторних гетерогенних 
вимірювань та ефективність підвищення точності за рахунок використання m надлиш-
кових координат неортогонального базису, розглянуті основні положення і теореми те-
орії векторних гетерогенних вимірювань. Ефективність підвищення точності розрахо-
вувалася по індексному показнику зменшення середнє квадратичної погрішності 

Вступ 
В роботах [1 - 3] дано теоретичне 

обґрунтування оптимального управління 
обробкою сигналів в інтегрованих аеро-
космічних комплексах зв’язку, навігації 
та спостереження, що все ширше застосо-
вують в глобальних системах управління 
повітряним рухом, побудованих на 
CNS/ATM conception. Подальший розви-
ток отриманих в цих роботах результатів 
на векторні системи дозволяє проектувати 
оптимальні аерокосмічні комплекси, що 
мають потенційну ефективність.  

Метою цієї роботи є узагальнення 
отриманих в роботах [1 - 3, 5 - 11] опти-
мальних рішень щодо комплексування 
скалярних гетерогенних вимірників на 
випадок векторних гетерогенних вимірю-
вань. 

Для досягнення мети ставляться та 
розв’язуються наступні задачі: розробля-
ються нові поняття і концепції векторних 
гетерогенних вимірювань; розробляються 
критерії ефективності виконуються оцін-
ки використання надлишковості в прямо-
му і зворотному ZG-перетвореннях, що 
були запропоновані для розв’язання задач 
забезпечення надійності бортових систем 
автоматизованого управління польотом 
літальних апаратів Ігнатовим В.О. і Заха-
ренковим В.В. [4]; розробляються мате-
матичні моделі і алгоритми векторних ге-
терогенних вимірювань і методи оптима-
льного управління векторними гетероген-
ними вимірюваннями; виконується порів-
няльний аналіз ефективності різних оп-

тимальних способів векторних гетероген-
них вимірювань. 

Постановка задачі 
В ролі вихідних даних вибрані тео-

ретичні результати, отримані в поперед-
ніх роботах. Методами функціонального 
аналізу, лінійної алгебри, лінеаризації та 
гаусовської апроксимації нелінійних фун-
кцій випадкових аргументів необхідно 
отримати оптимальні рішення для задач 
векторних гетерогенних вимірювань і да-
ти порівняльну оцінку ефективності ска-
лярних і векторних гетерогенних вимірю-
вань, а також ефективності різних методів 
комплексування. 

Рішення задачі 
Введемо необхідні позначення і те-

рмінологію. Через Zn позначимо вектор 
розмірності n з ортогональними декарто-
вими координатами 

1,,1,0 ,)( 110  n nZZZZ n-n  ,    (1) 

де нумерація індексів координат векторів 
починається з нуля. Через  

),,,,,()( 10 mnnnmnmn XXXXZfX    , (2) 

позначимо вектор розмірності n+m, де m 
– число надлишкових координат. 

Будемо казати, що перетворення 
(2) породжує новий векторний розшире-
ний простір, кожний елемент якого несе в 
собі інформацію щодо усіх координат Zk, 
k=0, n-1, ортогонального базису. При 
цьому будемо вважати результатом не-
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прямих надлишкових вимірювань є век-
тор 

   mnnmnmnmn ξZfFY   ,        (3) 

де Fn+m – оператор векторних гетероген-
них надлишкових вимірювань ξ n+m – ади-
тивний вектор погрішностей вимірюван-
ня.  

Задача пошуку оптимальних оцінок 
Zn opt полягає в тому, щоб по результатам 
спостереження за Yn+m при відомих опе-
раторах fn+m, Fn+m і припущенні, що відо-
мі числові характеристики багатомірного 
гаусівського розподілу ξ n+m 

2][    ;0][ mnmnmn DM    , (4) 
отримати оптимальні за критерієм макси-
мальної правдоподібності оцінки Zn opt, 
оцінити мінімальні значення вектору дис-
персій оцінок, визначити порівняльну 
ефективність векторних гетерогенних ви-
мірювань щодо скалярних гетерогенних 
вимірювань, показати як впливає введен-
ня m надлишкових координат розширено-
го простору вимірювань на точність вимі-
рювання координат ортогонального бази-
су. 

Виходячи з такої загальної постано-
вки задачі, необхідно знайти оптимальні 
значення координат Zi вектору Zn, які дос-
тавляють мінімум сумі 

,]-[∑∑
1-

0

1-

0

2mn

k

n

i
kiikkki Y)(ZΨ),ξ,YS(Z



 

      (5) 

де оператор зворотного перетворення 
Ψik(Zі) є невідомим, а 

.n...i=),,ξ,YS(Z=Ζ kkiiopt 1,,0minarg   (6) 

Система рівнянь оптимізації Zі  у 
цьому загальному випадку має вигляд 
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і розв’язується за необхідної умови 
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Нерівність (8) є умовою того, що ек-
стремум критерію оптимальності (5) буде 
мінімумом. 

У вигляді нелінійної системи з n рі-
внянь оптимізації (7) за умови (8) задача 
на сьогодні ще не вирішена. Застосування 
методу Ритца до зворотного перетворення 
Ψik(Zі) призводить до лінійної форми 
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що не поліпшує розв’язання задачі, тому 
що коефіцієнти параметризації bik зворот-
ного перетворення також є невідомими. 

Задача у лінійному наближенні мо-
же бути розв’язана методом ZG-
перетворень, який дозволяє в явному ви-
гляді знайти якобіани прямого і зворотно-
го ZG-перетворення [4]. 

Виберемо утворюючу матрицю 
A(n+m)xn і виконаємо пряме ZG-
перетворення у вигляді 

nnmnmn ZAX   )( .              (10) 

Тоді 

mnnnmnmn ZAY   )( .    (11) 

Зворотне ZG-перетворення будемо 
шукати у вигляді 

,)( mnmnnnopt YDZ           (12) 

де оптимальна псевдоматриця зворотного 
ZG-перетворення 

BG,(BGA)D m)(nn
1

           (13) 

де матриця В забезпечує існування зворо-
тного перетворення (12), її елементи оби-
раються за умови забезпечення мінімуму 
суми 
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і визначаються методом найменших квад-
ратів, а матриця G реконфігурації системи 
(12) дозволяє вибирати структуру системи 
так, щоб існувало рішення і прогрес по-
шуку оптимального рішення мав власти-
вість збігатися. 
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Таким чином, узагальнений алго-
ритм векторних гетерогенних вимірювань 
включає операції вибору утворюючої ма-
триці A, допоміжної псевдоматриці В, ви-
бір одного рішення з множини за допомо-
гою матриці G, обчислення оптимальної 
матриці Dn×(n+m)  і знаходження оптималь-
ного рішення Zn opt. 

Для пояснення алгоритму оптима-
льного оцінювання координат Z0, Z1 век-
тору Z2 по результатам вимірювань коор-
динат Y0, Y1, Y2, вектору Y3 необхідно роз-
глянути конкретний приклад векторних 
гетерогенних вимірювань. 

Приклад. Припустимо, що n=2, 
m=1, тоді i=0,1, k=0,1,2 і задача може бу-
ти зручно проілюстрована векторною діа-
грамою рис. 1.  

Система прямого ZG-перетворення 
має вигляд 
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З аналізу системи (15) випливає дві 
необхідні умови для елементів матриці 
A3×2 
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щоб усі елементи матриці були відмінні 
від нуля і щоб 





1

0

2 ,1
i

kia                         (17) 

тобто щоб додавання надлишкової осі X2 
породжувало різноманіття рішень загаль-
ним числом рішень, що дорівнюється по-
рядку упорядкованої множини рішень. 
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Дія погрішності вимірювань ξ0 пока-
зана у вигляді вектора ξ0 на рис. 1, що має 
синфазну ξ0с та квадратурну ξ0k компоне-
нти. Квадратурна компонента викликає 
випадкову зміну кута α0 на кут α0ξ, а син-
фазна компонента змінює довжину (мо-
дуль) вектора X0. В результаті дії на X0 
погрішності кінець вектора зміщується з 
точки А в точку В і при зворотному пере-
творенні замість істинного значення Z0 
буде отримана оцінка Z01, а замість істин-
ного значення Z1 отримана оцінка Z10. 
Аналогічно погрішності вимірювань ξ1, ξ2 
впливають на точність оцінювання Z0, Z1 
по результатам спостережень Y1, Y2. 

Використаємо метод найменших 
квадратів для оптимального оцінювання 
Z0, Z1 по результатам спостереження за Y0, 
Y1 Y2. Складаємо суму квадратів у такому 
вигляді 
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і діючі за стандартною схемою методу 
отримаємо систему з двох лінійних рів-
нянь оптимізації 
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Врахуємо значення Xk(Z0, Z1) з сис-
теми (15), отримаємо наступну лінійну 
систему рівнянь оптимізації значень Z0, Z1 
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Система рівнянь (21) є зворотнім 
ZG-перетворенням лінійного розширено-
го простору з неортогональними коорди-
натами Y0, Y1 Y2  в лінійний простір орто-
гонального базису Z0, Z1. Матриця зворо-
тного перетворення за МНК має вигляд 
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Вектор-стовпчик вільних членів 
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Розв’язуючи систему за правилом 
Крамера, отримаємо оптимальні за МНК 
оцінки Z0, Z1 
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До цього моменту принципово но-
вим було тільки те, що у векторних гете-
рогенних вимірюваннях замість двох ви-
користовується три вектори, кожен з яких 
містить інформацію щодо двох парамет-
рів, що оцінюються. Завдання тепер поля-
гає в тому, щоб показати, що дає введення 
надлишкового вимірювання Y2 і чому 
звичайний МНК не дає найкращі оптима-
льні оцінки Z0, Z1. 

 
Рис. 1. Ілюстрація прямого ZG-перетворення при n=2, n+m=3 

Інтуїтивно і за досвідом скалярних 
вимірювань оцінки звичайного МНК мо-
жливо поліпшити, якщо ввести вагові ко-
ефіцієнти в критерії (5), що враховують 
ймовірність відхилення Xk від Yk, тобто 
використовувати модифікований критерій 
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де для вагових коефіцієнтів gk повинна 
бути справедлива умова нормування 
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Більш простим є пропонуємий нами 
спосіб використання матриці реконфігу-
рації G таким чином, щоб отримати усі 
три рішення (24), знайти дисперсії оцінок 
для Z0, Z1 в усіх рішеннях і використати їх 
як і в скалярному випадку для визначення 
оптимальних вагових коефіцієнтів кожно-
го рішення. 

Схема обчислення оптимальних ва-
гових коефіцієнтів рішень для координати 
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Z0 приведена на рис. 2. Аналогічно розра-
ховуються оптимальні вагові коефіцієнти 
qk1, opt, k=0,2, для координати Z1. Із схеми 
рис. 2 можна помітити, що введення тре-
тього надлишкового векторного вимірю-
вання призводить до можливості вибира-
ти оптимально вагові коефіцієнти для ко-
жного рішення з множини розмірністю 

n
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В роботі розглянуто важливі для 
практичних застосувань властивості век-
торних гетерогенних вимірювань та ефек-
тивність підвищення точності за рахунок 
використання m надлишкових координат 
неортогонального базису, розглянуті ос-
новні положення теорії векторних гетеро-
генних вимірювань. Ефективність підви-

щення точності розраховувалася по індек-
сному показнику зменшення середнє ква-
дратичної погрішності. Результати розра-
хунків показані в табл. 1 і на рис. 3, 4. 
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Рис. 2. Схема обчислення оптимальних  

вагових коефіцієнтів qk0, opt для координати Z0 

  Таблиця 1. Значення індексного показника ефективності Wn(n,m) векторних гомогенних  
  вимірювань відносно скалярних гомогенних вимірювань 

m 
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2 0,5 1,5 3 5 7,5 10,5 14 18 22,5 27,5 33 
3 D 0,33 1,33 3,333 6,667 11,667 18,667 28 40 55 73,3 95,3 
4 D 0,25 1,25 3,75 8,75 17,5 31,5 52,5 82,5 123,75 178,75 250,25 
5 0,2 1,2 4,2 11,2 25,2 50,4 92,4 158,4 257,4 400,4 600,6 

 
Висновки 
В роботі узагальнені отримані в ро-

ботах [1 - 3] оптимальні рішення щодо 
комплексування скалярних гетерогенних 
вимірників на випадок векторних гетеро-
генних вимірювань. Введені нові поняття 
і розроблені концепції векторних гетеро-
генних вимірювань. Розроблені критерії 
ефективності і виконані оцінки викорис-
тання надлишковості в прямому і зворот-
ному ZG-перетвореннях. Розроблені ма-
тематичні моделі і алгоритми векторних 
гетерогенних вимірювань і і запропоно-
вані нові методи оптимального управлін-
ня векторними гетерогенними вимірю-
ваннями. Виконано порівняльний аналіз 
різних оптимальних способів обробки ре-
зультатів векторних гетерогенних вимі-
рювань. 

 

 
Рис. 3. Графіки залежності ефективності  
векторних гомогенных ZG комплексів 

при m=0,…,10 
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Рис. 4. Графіки залежності ефективності 

векторних гомогенных ZG комплексів 
при m=0,…,5 
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