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Розглянуто модель обрахунку елементарних функцій з використання розрядно-
логарифмічної арифметики, яка забезпечує обробку у великому діапазоні чисел та значне 
зменшення впливу округлення. Запропоновано метод обрахунку елементарних функцій  
з заданою точністю, основою якого є апарат ланцюгових дробів з використанням розря-
дно-логарифмічної арифметики 

Вступ 
В процесі вирішення багатьох прак-

тичних задач необхідно досліджувати фу-
нкціональні залежності між величинами, 
які можна описати наближено або точно з 
використанням елементарних функцій. 
Необхідно відмітити, що обрахунок еле-
ментарних функцій займає значну части-
ну часу розв’язання всієї задачі на ЕОМ 
та потребує точності отриманих обрахун-
ків. Вимога до високої точності ЕОМ на-
буває особливого значення при вирішенні 
класу погано обумовлених задач, де не 
допускається накопичення помилок окру-
глення. Вказаний факт вимагає пошуку 
нових методів обробки чисел, в тому чис-
лі і при обчисленні елементарних функ-
цій. 

Постановка проблеми 
Методи обробки можуть базуватися 

на нових методах представлення даних, 
що можуть бути реалізовані через відпо-
відні арифметики. Такі комп’ютерні ари-
фметики мають за мету забезпечити 
розв’язання задач чутливих до похибок 
обчислень в комп’ютерному середовищі. 
Проблема, що досліджується є апарат ла-
нцюгових дробів, який раніше не викори-
стовувався через вплив похибок при ви-
користанні традиційних комп’ютерних 
арифметик. В роботі представлені резуль-
тати досліджень обрахунку елементарних 
функцій при застосуванні розрядно-
логарифмічної арифметики. 

Методика досліджень 

В якості перспективної ком-
п’ютерної арифметики для розв’язання 
поставленої проблеми було обрано розря-
дно-логарифмічну арифметику. Розрядно-
логарифмічна арифметика є розширенням 
двійкової системи числення за умов коду-
вання кожного ненульового розряду двій-
кового операнду [1]. Такий код дорівнює 
значенню логарифму від ваги цього нену-
льового розряду: 

ii
i paN 2log . 

Нехай А – двійкове число з розряд-
ністю n представлене у форматі з фіксо-
ваною комою:  

i

i
i paA  , 

де аi={0,1}, p=2 – основа системи числен-
ня. 

Кожен не нульовий розряд ai, пред-
ставляється  у вигляді номеру позиції (ро-
зряду) Ni: 

},,,{ 12 NNNAA nN  . 

Так наприклад, якщо число предста-
влене в двійковій арифметиці – 
11100011012, то в розрядно-логарифмічній 
арифметиці дане число матиме вигляд – 
9.8.7.3.2.0. 

Крім цього розрядно-логарифмічна 
арифметика забезпечує розширення діа-
пазону представлення чисел, що особливо 
важливо при обрахунку даних, де точ-
ність є критичною характеристикою. В 
табл. 1 представлена порівняльна харак-
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теристика двійкової та розрядно-
логарифмічної арифметики по діапазону 

даних [2]. 

   Таблиця. 1. Діапазони даних в двійковій та розрядно-логарифмічній арифметиці 
Розрядність 
двійкового 

коду 

Діапазон 
двійкових чисел 

Розрядність числа в 
розрядно-логарифмічній 

арифметиці 

Діапазон чисел в розрядно-
логарифмічній арифметиці 

4 2-3 ≤ A ≤ 2+3 16 2-7 ≤ A ≤ 2+7 
8 2-7 ≤ A ≤ 2+7 256 2-127 ≤ A ≤ 2+127 
16 2-15 ≤ A ≤ 2+15 65536 2-32767 ≤ A ≤ 2+32767 
32 2-31 ≤ A ≤ 2+31 4294967296 2-2147483647 ≤ A ≤ 2+2147483647 

 
Під елементарною функцію зазви-

чай розуміють функцію одного аргументу 
y=f(x), що включає в себе кінцеву кіль-
кість арифметичних операцій, які вико-
нуються над аргументом залежної змін-
ною та деякими константами [3]. Елемен-
тарні функції звичайно ділять на алгебра-
їчні, які можливо задати за допомогою 
алгебраїчних виразів, та трансцендентні. 
Основними методами для обрахунку еле-
ментарних функцій на ЕОМ є [4]: 

1) степеневі розкладання;  
2) многочленні наближення; 
3) раціональні наближення;  
4) розкладання в ланцюгові дроби; 
5) використання ітеративних проце-

сів.  
Вибір метода обрахунку елементар-

них функцій на ЕОМ залежить від важли-
вих характеристик ЕОМ, таких як швид-
кодія, розрядності, форми представлення 
чисел та ін. Останнім часом найбільше 
розповсюдження набули алгоритми, що 
використовують многочленну апроксима-
цію. В ЕОМ, що працюють з довільною 
розрядністю, спеціалізовані та проблем-
но-орієнтовані, широко  використовують 
алгоритми, що базуються на ітеративних 
процесах. В зв’язку з зменшенням часу 
між виконанням часу множення та ділен-
ня також широке розповсюдження отри-
мали алгоритми, що базуються на раціо-
нальній апроксимації.  

Для обчислення елементарних фун-
кцій на ЕОМ можливо використання  ра-
ціональних наближень, що потребують 
меншу кількість операцій обрахунку для 
отримання необхідної точності ніж інші 
методи. Раціональне наближення деякої 

функції або числа можна представити у 
вигляді кінцевого або безкінечного лан-
цюгового дробу [5].  

Ланцюговим, або неприливним, 
дробом називається вираз [5]: 
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де ak/bk – k-те ланка ланцюгового дробу; 
b0 – нульова ланка; ai – часткові чисель-
ники; bi – часткові знаменники (i=1,2,…). 

Для ланцюгового дробу використо-
вуються також скорочений запис, запро-
понований Роджерсом [6]: 
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Дріб, обмежений ланкою an/bn, на-
зивається n підходящим ланцюговим дро-
бом: 
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Чисельник та знаменник підходящо-
го дробу також можна обрахувати вико-
ристовуючи рекурентну формулу Ейлера : 
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Більшість елементарних функцій 
можливо представити у вигляді ланцюго-
вих дробів [3], наприклад:  
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Так одним із самих найпоширені-
ших методів обрахунку елементарних фу-
нкцій є розкладання в степеневі ряди, ря-
ди Тейлора, які дають найкращі набли-
ження в необхідній точці. Так функція 

xey   представлена у вигляді [5]: 

!!3!2!1
1

32

n
xxxxe

n
x   . 

Однак зазначимо, що необхідність 
обрахунку факторіалів потребує значних 
ресурсів ЕОМ, що в кінцевому результаті 
призводить до значного часу обчислень, 
та можливого переповнення розрядної 
сітки. Ці недоліки відсутні в апараті лан-
цюгових дробів, якщо реалізувати їх з ви-
користанням розрядно-логарифмічної 

арифметики. Використання рекурентної 
формули Ейлера для обрахунку чисель-
ника та знаменника підходящого дробу 
дає можливість оперувати під час обраху-
нку лише з цілими числами і лише на  
останньому  n-му кроці діленням чисель-
ника на знаменник отримати значення 
функції. Це значно прискорює обчислен-
ня функції за рахунок зменшення кількос-
ті операцій ділення та обчислення  такий 
складних функцій, як факторіал, що вико-
ристовується, наприклад, в степеневих 
розкладаннях (ряди Тейлора). Але в той 
же час потребує достатнього діапазону 
представлення чисел для зберігання зна-
чень чисельника і знаменника та значення 
самої функції, що забезпечується викори-
станням розрядно-логарифмічної арифме-
тики. Необхідно відмітити можливість 
паралельного обчислення значень чисе-
льника та знаменника підходящого дробу, 
що особливо привабливо при наявності 
навіть у серійній обчислювальній техніці 
багатоядерних CPU. 

Також однією із переваг викорис-
тання апарату ланцюгових дробів є знач-
но швидше наближення до необхідної то-
чки ніж, наприклад, рядів Тейлора, що 
потребує обрахунку меншого числа чле-
нів ряду (дробу) для отримання значення 
функції з необхідною точністю табл. 2. 

   Таблиця 2. Результати обрахунку xey   з різною точністю 

Кіл-ть 
членів 
ряду 
(n) 

Ряд Тейлора Ланцюговий дріб 

Значення ряду 
Кіл-ть 
вірних 

цифр (N) 
Значення дробу 

Кіл-ть 
вірних 

цифр (N) 
1 1 0 1 0 
2 2 1 3 0 
3 2,5 1 2,714 285 714 285 71 3 
4 2,666 666 666 666 67 1 2,718 309 859 154 93 4 
5 2,708 333 333 333 33 2 2,718 281 718 281 71 7 
6 2,716 666 666 666 67 3 2,718 281 828 735 69 10 
7 2,718 055 555 555 56 4 2,718 281 828 458 56 12 
8 2,718 253 968 253 97 5 2,718 281 828 459 045 16 
9 2,718 278 769 841 27 5 2,718 281 828 459 045 234 757 18 

10 2,718 281 525 573 19 7 2,718 281 828 459 045 235 360 753 22 
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З наведених даних можна зробити 
висновок, що для отримання значення 
функції y=ex з N-ю кількістю вірних зна-
ків необхідно  обрахувати nT для ряду 
Тейлора та nD для ланцюгового дробу, то-
ді: 

 22  NnT , 

 .12/  NnD  

Отже при використанні апарату ла-
нцюгових дробів необхідно обраховувати 
значно меншу кількість  членів ряду (лан-
цюгів) порівняно з рядами Тейлора: 

 
  4

12/
22






N
N

n
n

D

T . 

Під час обрахунку проміжних та кі-
нцевих результатів виникають похибки 
представлення та обробки числових да-

них в ЕОМ представлених в форматі IEEE 
754 [7], що призводить до отримання не 
точних, а бо зовсім невірних результатів 
обрахунку. Тому для забезпечення необ-
хідної точності представлення та обробки 
даних в широкому діапазоні використову-
ється розрядно-логарифмічна арифмети-
ка. В табл. 3 - 5 представлено обчислення 
чисельника та знаменника підходящого 
дробу рекурентною формулою Ейлера з 
використанням чисел з фіксованою та 
плаваючою комою (32 біти), та в розряд-
но-логарифмічній арифметиці. Вже почи-
наючи з 10-ї ланки при використанні чи-
сел з фіксованою комою та з 13-ї при ви-
користанні чисел з плаваючою комою 
з’являються похибки обчислення та пред-
ставлення даних, що  призводить до 
отримання невірного результату. 

Таблиця 3. Розрахунок чисельника та знаменника підходящого дробу  
Кіл-ть 
ланок 

(n) 

Числа з фіксованою комою 
p q 

p ∆ q ∆ 
1 1 0 1 0 
2 3 0 1 0 
3 19 0 7 0 
4 193 0 71 0 

… 
9 848456353 0 312129649 0 
10 -1189009341 30064771072 2032864497 8589934592 

                       Таблиця 4. Розрахунок чисельника та знаменника підходящого дробу 
Кіл-ть 
ланок 

(n) 

Числа з плаваючою комою 
p q 

p ∆ q ∆ 
1 1 0 1 0 
2 3 0 1 0 
3 19 0 7 0 
4 193 0 71 0 

… 
12 46150226651233 0 16977719590391 0 
13 2124008553358849 1 781379079653017 0 
14 106246577894593680 320 39085931702241240 -40 

Таблиця 5. Розрахунок чисельника та знаменника підходящого дробу 
Кіл-ть 
ланок 

(n) 

Розряно-логарифмічна арифметика 
p q 

p ∆ q ∆ 
1 1 0 1 0 
2 3 0 1 0 
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                                                                                                     продовження табл. 5. 
3 19 0 7 0 
4 193 0 71 0 

… 
12 46150226651233 0 16977719590391 0 
13 2124008553358850 0 781379079653017 0 
14 106246577894594000 0 39085931702241200 0 

 
Для оцінки ефективності обчислен-

ня елементарних функцій в розрядно-
логарифмічній арифметиці проведемо 
моделювання обрахунку функції y=ex з 
необхідною точністю. Для моделювання 
використовувалась раніше написана біб-
ліотека на мові С++. Перевантаження ба-
зових операцій ( +, - , * , / ) дало можли-
вість оперувати на етапі проектування 
моделі звичним математичним апаратом 
над класом, що представляє розрядно-
логарифмічне число. Результати дослі-
дження представлені в рис. 1. 

Результати моделювання обрахунку y = e^x
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Рис. 1. Результати моделювання  

обрахунку функції y=ex з необхідною  
точністю 

Висновки 
Таким чином, в результаті дослі-

джень запропоновано метод обрахунку 
елементарних функцій в розряно-
логарифмічній системі з необхідною точ-
ністю ланцюговими дробами, та експери-
ментально підтверджено ефективність 
його використання в порівнянні з степе-
невими рядами та можливість викорис-
тання даної методики для побудови уні-
версального програмно-апаратного ком-
плексу високоточних обрахунків. 
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