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Розглядаються деякі питання наближеного обчислення дробових похідних у розумінні 
Адамара; при цьому використовується метод аналітичної заміни, при якому функція на-
ближується алгебраїчними многочленами або їх модифікаціями. Наведено обчислювальні 
формули та оцінки похибок наближеного дробового диференціювання в метриці просто-
ру C  

Вступ 
Дробове інтегро-диференціювання 

має неабияке прикладне значення. Після 
відомої задачі Абеля про таутохрону, пе-
рші застосування були дані Ліувілем в 
задачах геометрії, фізики і механіки. Зок-
рема, серед цих застосувань слід згадати і 
відому задачу Лапласа про вплив нескін-
ченного прямолінійного провідника на 
магніт, задачу Ампера про взаємодію 
двох таких провідників, задачі, пов’язані з 
притягуванням тіл, задачу про розподіл 
тепла в шарі, задачу Гауса про наближені 
квадратури тощо. У теперішній час дро-
бове інтегро-диференціювання застосову-
ється в багатьох галузях науки і техніки, 
таких як хімічна фізика, теорія випадко-
вих процесів, в’язкопружність, теорія гра-
вітації тощо. 

Дробове інтегро-диференціювання в 
наш час знаходить широке застосування в 
теорії  диференціальних та інтегральних 
рівнянь, крайових задач математичної фі-
зики, в теорії спеціальних функцій, теорії 
чисел, у багатьох галузях прикладної ма-
тематики тощо.  

У багатьох випадках при практич-
них обчисленнях доводиться обчислюва-
ти дробові похідні та інтеграли від досить 
складних функцій. Проте операції дробо-
вого диференціювання та інтегрування  
навіть від порівняно простих функцій ви-
конуються досить складно. Оскільки це 
значною мірою стримує впровадження 
методів теорії дробового інтегро-
диференціювання в інженерну практику, 

актуальним є питання про методи набли-
женого обчислення результатів виконання 
цих операцій. В даній роботі розгляда-
ються деякі класи методів наближеного 
обчислення дробових похідних. 

При наближеному диференціюванні 
ми будемо знаходити значення дробових 
похідних функцій, використовуючи лише 
значення цих функцій у окремих точках, у 
таких випадках звичайно говорять про 
чисельне диференціювання. 

У достатньо загальному випадку за-
дачу чисельного диференціювання можна 
сформулювати таким чином. Нехай на 
відрізку  задано довільну сітку  і 

нехай у вузлах цієї сітки відомі значення 
функції ,  
Ставиться задача про оцінювання похід-
ної порядку 

],[ ba

)(xf

N

,...2, .1, ],[)(  mbaCxf m

 , )0( m , функції , 
(

)(xf
  в загальному випадку неціле). 

Задача чисельного диференціювання 
для цілих значень   має давню історію; 
різні аспекти цієї задачі  досить детально 
висвітлено в численних підручниках [1]. 

Як відомо, загальний метод отри-
мання формул чисельного диференцію-
вання полягає в наступному. Функ-
цію ],[),( baxxf  , подають у вигляді 

)()()( * xRxxf NN   .          (1) 

де  – функція, що наближує вихідну 

функцію 

)(* xN
 xf  в тому чи іншому розумін-

ні; 
)(xRN  – залишковий член. 
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Рівність (1) диференціюють і на-
ближено покладають  

)()( xDxfD N
   

Похибки отриманих таким чином 
наближених рівностей визначаються від-
повідно значеннями величин  

)(xRD N
  

Наведений нами загальний метод 
отримання формул чисельного диферен-
ціювання називають методом аналітичної 
заміни. В залежності від обраного спосо-
бу побудови функції ) , що наближує 

функцію ) , отримують ті чи інші кла-
си формул чисельного диференціювання. 
Так, наприклад, досить широкий клас та-
ких формул для цілих значень 

(* tN
(tf

 , отри-
маних диференціюванням алгебраїчних 
многочленів, що інтерполюють функцію 

 у вузлах сітки , наведено в [2].  )(tf N

Мета роботи 
Узагальнення методу аналітичної 

заміни функцій алгебраїчними многочле-
нами та їх модифікаціями на випадок об-
числення похідних дробових порядків, та 
отримання обчислювальних формул чи-
сельного диференціювання таких поряд-
ків. 

Основний матеріал 
Для нецілих значень   задача чисе-

льного диференціювання має ряд особли-
востей, які визначаються перш за все, та-
кими факторами: 

а) наявністю кількох підходів до ви-
значення дробового інтегро-
диференціювання; 

б) відсутністю методик наближення 
функцій з урахуванням їх подальшого 
дробового інтегро-диференціювання; 

в) відсутністю методики оцінюван-
ня похибок чисельного дробового інтег-
ро-диференціювання. 

Розглянемо перелічені фактори 
більш детально. 

Як відомо [3], існують різні варіанти 
введення операцій дробового інтегро-
диференціювання, зокрема, підходи Ліу-

вілля, Рімана-Ліувілля, Грюнвальда-
Летнікова, Адамара, Вейля, та їх різнома-
нітні модифікації. Деякі з цих підходів на 
певних класах функцій призводять до од-
накових результатів; зокрема, дробове ін-
тегро-диференціювання абсолютно інтег-
ровних функцій на скінченному відрізку у 
розумінні Рімана-Ліувілля співпадає з 
дробовим інтегро-диференціюванням у 
розумінні Грюнвальда-Летнікова [4]. 
Враховуючи це, надалі ми обмежимось 
розглядом лише дробового інтегро-
диференціювання у розумінні Рімана-
Ліувілля.  

Розглядаючи другий фактор, відзна-
чимо, що одним з найбільш розповсю-
джених методів наближення функцій є 
методи, засновані на використанні в ролі 
наближуючих функцій алгебраїчних мно-
гочленів та їх модифікації. Пояснюється 
це тим, що множина алгебраїчних много-
членів є всюди щільною в просторі ; 
слід зауважити, що деякі властивості мно-
гочленів, які ми детально розглянемо ни-
жче, роблять їх зручними і для наближен-
ня функцій з урахуванням їх подальшого 
дробового диференціювання.  

C

Розглядаючи нарешті, оцінювання 
похибки чисельного дробового інтегро-
диференціювання, перш за все відзначимо 
той факт, що практично у всіх відомих 
випадках цілочисельного диференцію-
вання збільшення порядку оцінюваної по-
хідної веде до збільшення похибки її оці-
нювання в метриці простору . Врахо-
вуючи цей факт, цілком природно прийн-
яти припущення про монотонне зростання 
похибки з ростом порядку диференцію-
вання (в тому числі для дробових показ-
ників), тобто ми припускаємо, що 

C

CN
E

CN xRDxRD )()( 1)(   .      (2) 

Прийняття такого припущення дає 
можливість використовувати при оціню-
ванні похибок чисельного інтегро-
диференціювання для нецілих значень   
відомі результати оцінювання похибок 
чисельного інтегро-диференціювання для 
цілих значень 1][ E .  
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Перейдемо тепер до розгляду дро-
бового інтегро-диференціювання у розу-
мінні Рімана-Ліувілля; при цьому, не 
втрачаючи загальності, обмежившись 
лише розглядом лівосторнніх інтегралів і 
похідних дробових порядків. 

Як відомо [4], лівосторонній інтег-
рал Рімана-Ліувілля порядку r  функції 

, визначається таким чином  ),()( 1 baLxf 
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Лівостороння дробова похідна по-
рядку r  визначається таким чином 

   
 

  


















x

a

r

r
r
a

dttxtf

dx

d

r
xfD

))((

)1(

1
)(

1

,      (4) 

де через  і  позначено відповідно 
цілу і дробову частини 

][r }{r
r . 

Для спрощення подальших записів 
введемо позначення  

.10;
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У прийнятих позначеннях вираз (4) 
набуває вигляду  
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Нескладно показати, що при такому 
введенні дробових інтегралів і похідних 
інтеграли і похідні цілих порядків обчис-
люються звичайним чином. Так, напри-
клад, при цілих значеннях r  вираз (3) є 
відомою формулою Коші для r -кратного 
інтегралу, а вираз (6) набуває форми  
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Слід зауважити, що в багатьох зада-
чах було б зручно надати оператору дро-
бового  диференціювання форми 

 і побудувати відповідним 
чином означення такого оператора  
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Як показано в [3], вирази (6) і (8) 
співпадають на досить вузькому класі фу-
нкцій, а саме на класі функцій, що зобра-
жуються інтегралами порядку r від сумо-
ваної функції і обертаються на  разом із 
своїми похідними до порядку  у 

точці 

0
)1m(

ax  ; отже, операції  і 

є некомутативними в загально-
му випадку.  

)( mDD

)(DDm

Одним з класів функцій, на якому 
має місце вираз (8) є клас алгебраїчних 
многочленів по степенях , kax )( 

....,1,0k  . Диференціювання функцій 
цього класу відбувається за формулою  

 

)(

)(
)1(

)1(
(

)()(

mk

ax
rk

k

xaxD

rk

kr
a















.         (9) 

Зрозуміло, що при  внаслідок 
(8) 
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Враховуючи вищенаведене, надалі, 
не втрачаючи загальності, обмежимось 
переважно розглядом випадку, коли 

10  r , тобто  }{rr . Крім того, в 
позначенні дробової похідної будемо опу- 
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скати зовнішні дужки і нижні індекси, 
тобто ми вважаємо, що 
  )()( xfDxfD rr

a  . 

Одним з перших, хто запровадив 
ідею дробового інтегро-диференціювання 
не самої функції, а її подання у вигляді 
степеневого ряду, був Адамар; саме він 
почав систематично використовувати 
дробове диференціювання ряду Тейлора 
функції ) . Цю ідею Адамара, яка по-
лягає у можливості комбінації методів 
цілочисельного аналізу з методами дро-
бового інтегро-диференціювання, ми і бу-
демо використовувати надалі. 

(xf

Згідно з Адамаром, коли функція 
припускає подання у вигляді рівно-

мірно збіжного ряду Тейлора, тобто  
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то операція дробового диференціювання 
здійснюється таким чином 
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Зрозуміло, при цьому ми вважаємо, 
що ряд (12) також є рівномірно збіжним. 

На практиці замість ряду Тейлора 
функції ) використовують формулу 
Тейлора із залишковим членом вигляду  

(xf

)()(
!

)(
)(

0

)(

xRax
n

af
xf n

n
N

n

n




. 

Тоді  

( )

0

( )

( ) ( 1)
( )

! ( 1 )

( ).

nN
n

n

N

D f x

f a n
x a

n n

D R x














 


  



    

Внаслідок (2) зрозуміло, що 
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Певним недоліком застосування фо-
рмули Тейлора на практиці є наступне: 

а) при її використанні є необхідним 
знання значень (або їх оцінок) старших 
похідних функції )(xf ; це значно ускла-
днює застосування формули Тейлора, а в 
багатьох випадках робить її застосування 
неможливим; 

б) обчислення членів формули Тей-
лора з великими номерами призводить до 
швидкого накопичення обчислювальної 
похибки. 

Ці недоліки формули Тейлора при-
вертають увагу до інших методів набли-
ження функцій алгебраїчними многочле-
нами, одним з яких є многочленна інтер-
поляція. Як відомо, при цьому на відрізку 

 наближення функції задають деяку 

сітку , 

],[ ba
N
iiN x 0}{  bxxxa N  ...10 , 

і використовують значення функції 
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iixf 0)(  NF   для побудови ін-

терполяційного многочлена у формі Лаг-
ранжа або Ньютона. Зводячи надалі інте-
грополяційні многочлени до вигляду 
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отримуємо: 
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Недоліками такого підходу, окрім 
загальновідомих, є необхідність зводити 
інтерполяційні многочлени у формі Лаг-
ранжа або Ньютона до вигляду (13).  

Враховуючи (2), та той факт, що 
10   , зрозуміло, що  

CNCN xRDxRD )()( 1 . 
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Оцінки похибки  похідної 
CNtRD )1  

наводяться, наприклад, в [3].  
Легко бачити, що і ця оцінка вико-

ристовує значення похідної  порядку 
функції . 

1N
)

a

)...,1,0( nk 

(xf
В багатьох випадках при оцінюванні 

похідних зручно використовувати апрок-
симацію функцій алгебраїчними многоч-
ленами. У цьому випадку, як і раніше, ви-
користовують значення функції  у вуз-

лах сітки , а апроксимаційний многоч-

лен зразу будується у формі  
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де коефіцієнти  знаходяться із 

системи рівнянь  
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Можна показати, що визначник цієї 
системи відмінний від нуля, тобто систе-
ма має єдиний розв’язок.  

Зауважимо, що при  ми при-
ходимо до інтерполяційного многочлена.  

Nn 

Дробове диференціювання апрокси-
маційного многочлена здійснюється за 
формулою (14). 

Часто в задачах апроксимації функ-
цій застосовують системи ортогональних 
многочленів Чебишева, Лежандра, Ерміта 
тощо. При дробовому диференціюванні 
таких наближень можливі два підходи; 
при одному з них  розклад по ортогональ-
них многочленах зводиться до форми (13) 
і диференціюється за формулою (15), а 
при другому – будуються таблиці дробо-
вого диференціювання ортогональних 

многочленів, дані яких і використовують-
ся для обчислення дробових похідних. 

Серед інших типів многочленних 
модифікацій згадаємо лише одну, най-
більш вдалу, на наш погляд, модифікацію, 
а саме, многочленні сплайни; як відомо 
[5], такі сплайни забезпечують на класах 
диференційованих функцій найкращі лі-
нійні наближення в певних функціональ-
них просторах. Проте при дробовому ди-
ференціюванні поліноміальних сплайнів 
виникає питання подання їх по степенях 
( )x a . 

Висновки 
Запропоновано підхід до оцінюван-

ня похибки наближеного дробового ди-
ференціювання. Наведено методику на-
ближеного дробового диференціювання 
функцій, які можуть бути подані форму-
лою Тейлора по степенях ( )x a . Показа-
но, що при наближенні функцій інтерпо-
ляційними многочленами ці многочлени 
слід подавати розкладом по степенях 
( )x a . При наближенні ж функцій мно-
гочленами, побудованими методом най-
менших квадратів, ці многочлени також 
слід подавати розкладом по тих же степе-
нях. 
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