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Предложена методика определения спектральных плотностей для некоторых степенных функ-

ций времени, являющихся неинтегрируемыми сигналами. Приведены примеры использования полу-

ченных выражений  для определения спектров других неинтегрируемых сигналов, а также инте-

грируемых сигналов (без вычисления интегралов Фурье) 

Введение и постановка задачи 

Степенные функции типа tn не удо-

влетворяют условию абсолютной инте-

грируемости [1], поэтому относятся к так 

называемым неинтегрируемым сигналам 

[2]. Известно, что полиномиальная функ-

ция u(t) – линейная комбинация таких 

степенных функций. 

Функция включения полиномиаль-

ных колебаний v(t) = u(t)h(t) является 

мультипликативной комбинацией u(t) и 

функции Хевисайда h(t). 

Импульс w(t) , полиномиальной 

формы и конечной длительности τ, выра-

жается в виде комбинации w(t) =v (t) - 

u(t)h(t -τ ) . В свою очередь функцию 

Хевисайда можно записать в виде

, где  

Ранее показано [3], что импульс по-

линомиальной формы можно представить  

в виде алгебраической взвешенной сум-

мы комбинаций и  

В свою очередь очевидным является 

представление степенной функции в виде 

комбинаций Таким 

образом, частотные спектры импульсов 

полиномиальной формы можно опреде-

лять исходя из выражений спектральной 

плотности  для неинтегрируемых сиг-

налов типа или  эти же вы-

ражения  для функций включения мож-

но использовать и для определения спек-

тров  самих степенных функций tn . В 

литературе приводятся точные выраже-

ния  только для нескольких простейших 

неинтегрируемых сигналов. Например в 

[2] описан способ определения и приве-

дены выражения  для сигналов u(t) =1;

 Выра-

жение легко получается с учетом 

Ранее неоднократно пред-

принимались попытки вычисления инте-

грала Фурье путем замены неинтегрируе-

мых сигналов – функций включения типа 

v = u(t)h(t) затухающими функциями 

После вычисления интеграла 

Фурье и получения спектра коэффи-

циент  устремлялся к нулю. 

Нами показано [4], что выражения 

спектров  , полученные таким спосо-

бом, являются неточными и приводят к 

абсурдным результатам при переходе от 

функций v к функциям u(t). 

Предложены способы определения 

спектров и получены точные выражения 

 для функций включения колебаний 

гармонического типа, а также для муль-

типликативных комбинаций типа , tnui , 

tnuih(t), где ui – любая гармоническая 

функция [4]. В указанных способах ис-

ключались операции вычисления инте-

грала Фурье. 

Представляет практический інтерес 

обосновать способ определения спектров 

и определить выражения  для самих  
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степенных функций типа для 

функций включения и для функ-

ций типа Эти задачи ре-

шаются в работе. 

Используемая методика 
Степенные функции типа 

 нами представляется в виде 

линейных комбинаций функций включе-

ния сигналов 

 
а также в виде интегралов, разных по-

рядков, по отношениям к функциям u(t) =1, 

 
Вводится понятие и используется вы-

ражение центральной первообразной 

функции (ЦПФ). Например, ЦПФ первого 

порядка по отношению к производной 

 есть интеграл 

 когда С=0. Спектр та-

кой ЦПФ находим из соотношения 

 Далее ЦПФ порядка n 

обозначаются в виде 

 
Определяются и используются рекку-

рентные формулы ЦПФ для этих функций, 

а также выражения их спектров . Не-

трудно видеть, что ЦПФ первого порядка 

по отношению к δ (t) есть функция 

 
Более детально используемая методи-

ка поясняется ниже, в том числе, при рас-

смотрении примеров определения спек-

тров  . 

ЦПФ исходных функций и их 

спектры 
Приведем выражения ЦПФ, любого 

порядка n, для исходных функций: 

 
Используя последовательное многократное 

интегрирование и полагая каждый разра 

 

 

венство С=0 для аддитивной добавки в 

формуле интеграла, получим: 

 
Нетрудно видеть, что эти ЦПФ пред-

ставляют собой степенные функции и 

мультипликативные комбинации типа  

Степенные функции типа  при не-

четных числах n можно получить, исполь-

зуя (1) и очевидные равенства 

 Спектры ЦПФ, типа (1), с учетом извест-

ных выражений  для исходных функций 

имеют вид: 

 
Как показано нами в [4], спектр лю-

бой функции включения v = u(t)h(t), где 

u(t) – неинтегрируемый сигнал, равен сум-

ме: 

 
где LS – операторная составляющая, полу-

чаемая из операторного изображения L[v ] 

при замене оператора p на jw; DS[v ] – это δ 

– составляющая, равная взвешенной суме δ 

– функций или (и) взвешенной сумме про-

изводных δ – функций. 

Нетрудно показать, что симметрич-

ные степенные функции u(t), заданные на 

бесконечном интервале t (- , ) и прохо-

дящие через нуль, можно разбить на два. 
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типа (по типу их спектров): LS – тип и DS – 

тип  

Например, функцию u(t) = t1 можно 

представить в виде:  

 Используя (1), имеем th(t) = h(-1) (t). 

 
Для функции - th(-t) в приведенном 

выше выражении  надо взять знак минус 

при ω , тогда 

 
С учетом δ (-ω) = δd (ω), записанных 

выше выражений спектров и выражения 

(4), получим 

 
т.е. имеет место спектр типа DS. 

(Для этой же функции u = t выраже-

ние (5) можно также получить, используя 

выражения ЦПФ (1)(-1) и ее спектр (2)). 

Рассмотрим функцию  Пред-

ставим ее в виде  

Используя приведенные выше выра-

жения спектров  для составляющих u(t), 

получим спектр LS типа: 

 
Заметим, что в этом случае при суммиро-

вании спектров  [-t · h(t)] и  [-t · h(-t)] , 

т.е. спектров  [h(-1) (t)] и  [h(-1) (-t)] ком-

пенсируются составляющие DS и арифме-

тически суммируются сотавляющие LS. В 

результате этого спектр  [u(t)] оказывает-

ся равным удвоенному значению состав-

ляющей LS[t · h(t)]. (В свою очередь, для 

сигнала u(t) = 1· е будут взаимно компен-

сироваться составляющие LS[t · h(t)] LS[t · 

h(-t)] и арифметически складываться со-

ставляющие DS типа). Естественно, что 

могут существовать и функции u(t) LS и DS 

типов, когда u(t) - сумма функций LS и DS 

типа. 

Графики нескольких функций типов 

LS и DS представлены на рис. 1. 

 

 

Рассмотрим функции типа 

 пер-

вая из которых является четной, втораяне-

четной. 

Используем выражения ЦПФ, (1). Из 

(1) получим  Этой функ-

ции соответствует кривая u(-2) (рис. 1 б, с 

учетом масштабного коэффициента 2a2 ). 

 
Рис. 1. Функции типа LS (а) и DS (б) 

Используем выражения спектров 

ЦПФ, (2). Из (2) с учетом выражения u(t) 

через ЦПФ u(-2) =1(-2) следует: 

 
Для функции y(t) учитываем, что

 

Спектр составляющей  

находим с учетом первого выражения из 

(1) и первого выражения из (2): 

 (график  дан на 

рис. 1 а),  Спектр 

составляющей  получаем из 

спектра первой составляющей, изменив в 

ней знак при ω, т.к. 
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 (Изменение знака t в 

функции времени соответствует измене-

нию знака ω в выражении ).  

Вычитая второй спектр из первого, 

получим:  

Для функции включения v (t) = u(t)h(t) 

используем третьи по счету выражения из 

(1) и (2), получая 

 
Подобным образом, без напрасных попы-

ток вычисления интеграла Фурье, можно 

легко получить выражения спектров для 

неинтегрируемых сигналов типа 

 

Использование полученных выра-

жений спектров степенных функций 

времени 
Рассмотрим примеры определения 

спектров для неинтегрируемого сигнала, 

рис. 2а, и интегрируемого сигнала, рис. 2б. 

 
Рис.2. Неинтегрируемый (а) и интегрируе-

мый (б) сигналы 

Исходя из рис. 2а, записываем форму-

лу сигнала  Это выражение  

 

соответствует сумме двух полиномиаль-

ных функций, степень полинома n =1. Зная 

спектр для и0(t ) = и для  записы-

ваем сразу спектр  

 
(Это пример сигнала LS и DS типа). 

Исходя из рис. 2б, записываем формулу 

сигнала:

 можно преоб-

разовать к виду: 

 
Заметим, что интегрируемый сигнал w 

представлен в (7) и в (8) в виде алгебраи-

ческой взвешенной суммы неинтегрируе-

мых элементарных сигналов типа h(t) или 

типа y0(t), а также их ЦПФ. Спектры таких 

неинтегрируемых сигналов уже известны, 

см. (2). Поэтому, используя (2), из (7) или 

из (8) можно сразу записать выражение 

 [w]. 

Например из (8) следует: 

 
В свою очередь, из формулы (7) следует: 

 
Выведем в (10) отдельно составляющую, 

не содержащую δ - импульсов. Она оказы-

вается равна (9). Составляющая в (10), со-

держащая δ - импульсы, оказывается рав-

ной нулю, благодаря свойствам δ - им-

пульсов [1]: 

 
Для функции включения можно записать: 
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Откуда, с учетом (1), (2) легко полу-

чить спектр  [v]. Также нетрудно сразу 

записать формулу  [w], используя (2), (7) 

без напрасных попыток вычисления инте-

гралов Фурье для не интегрированных 

сигнов. 

Заметим, что при четных степенях n 

функций 1· tn можно рассматривать как 

мощность ρ(t) сигнала u(t)= 1·tn/2 . При 

этом есть возможность простого определе-

ния спектра мощности по спектру сигнала 

u(t). 

Пусть, например,

 - импульс сигна-

ла u(t). Тогда импульс мощности составля-

ет  Производ-

ная импульса  равна:

 Учтем, что для 

степенных функций u(t) всегда выполняет-

ся равенство [3] для спектров: 

 Тогда из выра-

жения  получим:

 
Итак, зная спектр импульса w(t) для 

степенной функции u(t), можно определить 

и спектр импульса wр(t)  для квадрата 

функции u2(t). Для периодической после-

довательности импульсов w(t), wр (t) ком-

плексные амплитуды сигнала квадрата 

сигнала нетрудно определить по получае-

мым выражениям спектральных плотно-

стей [w],  [wp]  известным способом [2]. 

Выводы 
1. Предложена методика опреде-

ления спектральных плотностей  степен-

ных функций типа  

 

 

 

 для которых невозможно 

вычислить интеграл Фурье. 

2. Приведены примеры использования 

полученных выражений  степенных 

функций для определения спектров  не-

интегрируемых сигналов, описываемых 

полиномами, а также для интегрируемых 

сигналов – импульсов полиномиальной 

формы при наличии разрывов первого ро-

да. 

3. Преимущество предложенной ме-

тодики состоит в том, что спектральная 

плотность  определяется без вычисления 

интеграла Фурье для интегрируемых сиг-

налов и без напрасных попыток вычисле-

ния интеграла Фурье для неинтегрируемых 

сигналов. 

4. Правомерность используемой ме-

тодики и достоверность получаемых вы-

ражений  подтверждается () косвенным 

способом) совпадением выражений [w], 

получаемых для имульсов w(t) при исполь-

зовании интегралов Фурье, а также пол-

ным соответствием получаемых выраже-

ний  [u], [v] с подобными выражения-

ми, полученных в [4], при равенстве ω0 =0 

для функций и их 

функций включения. 
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