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СЛОЖНОСТЬ АЛГОРИТМОВ КОДИРОВАНИЯ КОДОВ 

ЛАГРАНЖА  

ГосНИИ «Аэронавигация» (Россия, Москва) 

Определена сложность (количество операций в конечных полях) алгоритмов кодирова-

ния полных и неполных кодов Лагранжа. Проведён сравнительный анализ различных ал-

горитмов кодирования этих кодов. 

Введение 
 

В [1] предложено кодирование, ос-

нованное на интерполяционной формуле 

Лагранжа. Код, полученный в результате 

такого кодирования, назван кодом Ла-

гранжа. В [2] процедуры кодирования 

были модифицированы и получили 

названия параллельного, последователь-

ного и параллельно-последовательного 

алгоритмов кодирования. В [3] код, полу-

чаемый с использованием этих алгорит-

мов, назван полным кодом Лагранжа и 

разработаны неполные коды Лагранжа. В 

[4-6] показано, что при изменении значе-

ний одного или нескольких информаци-

онных символов необходимо производить 

перекодирование кодового слова. В [5] 

разработаны параллельный, последова-

тельный и параллельно-

последовательный алгоритмы перекоди-

рования. Для выбора алгоритмов кодиро-

вания/перекодирования, лучших при 

определённых условиях применения, 

необходимо провести их сравнительный 

анализ. 

В данной статье определим количе-

ство модульных операций сложения N , 

умножения N  и инвертирования N , 

которое необходимо выполнить в конеч-

ном поле GF(2m) при кодирова-

нии/перекодировании, и проведём их 

сравнение для различных алгоритмов. 

Количество модульных операций назовём 

сложностью алгоритмов кодирова-

ния/перекодирования. Обозначения в ста-

тье соответствуют обозначениям, приня-

тым в [2], [3] и [5]. 

 

1. Сложность алгоритмов 
кодирования 

 

1.1. Сложность алгоритмов коди-

рования полных кодов 

Для параллельного алгоритма коди-

рования сложность равна: 
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Здесь rkn   – длина кодового 

слова, k  – количество информационных 

символов кодового слова, r  – количество 

контрольных символов кодового слова. 

Расчёт количества операций произ-

ведён для случая, когда необходимо вы-

числять коэффициенты Лагранжа )()( xL i  

(т.е. при constxL i )()( ), и с учётом нали-

чия r  регистров памяти для хранения ве-

личин liil xa   ( si ,0 , rl ,1 ). С 

учётом наличия памяти для хранения n  

узлов интерполирования необходимо 

иметь ( rn  ) регистров.  

Количество операций в поле GF(2m) 

для параллельного алгоритма кодирова-

ния при constxL i )()(  следующее: 

,)1( rrnN   
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Для хранения коэффициентов 

)()( xL i  требуется )( rnr   регистров. 

Сложность последовательного алго-

ритма кодирования при constxL i )()(  

составляет: 
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)1()12(  rrrnN , 

)1)(1(  rnN , 

1 rN . 

Расчёт количества операций произ-

водился с учётом наличия ( 1r ) реги-

стров памяти для хранения величин 

ljjlb    ( 1,1  rj , 2,  jrl ). С учё-

том наличия памяти для хранения n узлов 

интерполирования необходимо иметь 

( 1 rn ) регистров. 

Количество операций в поле 

)2( mGF  для последовательного алго-

ритма кодирования при constxL i )()(  

равно: 

2/)32( rrnN  ,  

2/)1)(22(  rrnN . 

Для хранения коэффициентов 

)()( xL i  нужно 2/)22)(1(  rnr  реги-

стров. 

Для параллельно-последовательного 

алгоритма кодирования при 

constxL i )()(  количество операций в по-

ле )2( mGF  будет следующим: 
2)1(2 rnrN  , 

)1()1( 2  rnrN , 

1 rN . 

Расчёт количества операций произ-

водился с учётом наличия r  регистров 

памяти для хранения величин liil xa   

( si ,0 , rl ,1 ). С учётом наличия памя-

ти для хранения n  узлов интерполирова-

ния необходимо иметь ( rn  ) регистров. 

Количество операций в поле 

)2( mGF  для параллельно-последователь-

ного алгоритма кодирования при 

constxL i )()(  равно: 

1)(  rnrN , 

))(1( rnrN  . 

Для хранения коэффициентов 

)()( xL i  необходимо иметь ))(1( rnr  ре-

гистров. 

 

1.2. Сложность алгоритмов пере-

кодирования 

Алгоритмы перекодирования пред-

полагают наличие z  регистров памяти 

для хранения z  изменяемых узлов интер-

полирования, а также r  регистров для 

хранения величин ll xa   ~  ( z,1 , 

rl ,1 ) (для параллельного и параллель-

но-последовательного алгоритмов) и 

( 1r ) регистров для хранения величин 

ljjlb    ( 1,1  rj , 2,  jrl ) (для 

последовательного алгоритма). 

При изменении значений только 

информационных символов номера кон-

трольных узлов остаются прежними и по-

этому можно принять constj  . При 

этом для хранения величин j  требуется 

r  регистров (для параллельного алгорит-

ма: 



r

jll

jj l

,1

)(/1  , rj ,1 ) и 

( 1r ) регистров (для последовательного: 





r
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1

)(/1  , 1,1  rj  и парал-

лельно-последовательного: 





r

jll

jj l

,1

)(/1  , 1,1  rj  алгорит-

мов), 2/)1( rr  регистров – для хранения 

величин jlb  (для последовательного алго-

ритма), r  регистров – для хранения вели-

чин la  (для параллельного и параллель-

но-последовательного алгоритмов), z  ре-

гистров – для хранения z  изменяемых 

узлов интерполирования. 

Количество операций в конечном 

поле GF(2m), которое необходимо выпол-

нить для перекодирования, составляет: 

1) для параллельного алгоритма: 

а) при constj  : 

)1()12(  rrrzN ,

)1)(1(  zrrN , 

rN  ; 

б) при constj  : 

)12(  rzN , 



Проблеми інформатизації та управління, 4(32)’2010  3 

 1)1(  rzrN ; 

2) для последовательного алго-

ритма: 

а) при constj  : 

)1(2 2  rzrN ,  

)1)(1(  rzrN , 

1 rN ; 

б) при constj  : 

2/)2)(1(2  rrzrN , 

2/)2)(1( rzrN  ; 

3) для параллельно-последователь-

ного алгоритма: 

а) при constj  : 

)1()12(  rrrzN , 

)1)(1)(1(  zrrN , 

1 rN ; 

б) при constj  : 

)1()12(  rrzN , 

)2)(1(  zrN . 

 

1.3. Сложность алгоритмов коди-

рования неполных кодов 

Количество операций, которое 

необходимо выполнить в поле )2( mGF  

для кодирования неполного кода парал-

лельным алгоритмом при constxL i )()( , 

равно: 

)2()2)((  rrerrkN , 

erkkrrN )()1)(1(  , 

rN  . 

При этом для хранения величин 

)(



Vv

iii vxf


  ( si ,0 , е,1 ) и 

liil xa   ( si ,0 , rl ,1 ) требуется 

соответственно один и r  регистров. 

При constxL i )()(  количество опе-

раций в поле )2( mGF  такое же, как для 

параллельного алгоритма полного кода: 

rrnN )1(  , 










,1при,0

,1при,)(

r

rrrn
N  

где erkn  . 

Для хранения коэффициентов 

)()( xL i  необходимо иметь kr  регистров 

памяти. 

Количество операций, которое 

необходимо выполнить в поле )2( mGF  

для последовательного алгоритма коди-

рования неполного кода при 

constxL i )()( , будет следующим: 

)1()12()(  rrerrkN , 

)1)((  errkN , 

rN  . 

Расчёт производился с учётом нали-

чия )1( r  регистров для хранения вели-

чин ljjlb    ( 1,1  rj , 2,  jrl ), 1 

регистр – для 



Vv

jj v


 )(  ( rj ,1 , 

е,1 ) и 1 регистр – для 





Vv

iii vxf


 )(  ( si ,0 , е,1 ). 

При constxL i )()(  потребуется вы-

полнить модульных операций сложения 

такое же количество, как для последова-

тельного алгоритма полного кода: 

2/)32( rrnN  , 

где erkn  , 

а количество операций умножения со-

ставляет: 

)1(2/)1)(22(  rkrrkN . 

Для хранения коэффициентов 

)()( xL i  необходимо иметь 2/)12(  rkr  

регистров памяти. 

Количество операций в поле 

)2( mGF  для кодирования неполного кода 

параллельно-последовательным алгорит-

мом при constxL i )()(  равно: 

1)1()2)((  rrerrkN , 

  erkkrrN )(1)1()1(  , 

rN  . 

Для хранения величин i  и j  

необходимо иметь по одному регистру 

памяти и r  регистров – для хранения ве-

личин ila . 
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При constxL i )()(  потребуется вы-

полнить модульных операций сложения 

такое же количество, как для параллель-

но-последовательного алгоритма кодиро-

вания полного кода: 

1)(  rnrN ,  

где erkn  , 

а количество операций умножения со-

ставляет: 

1)1(  krN . 

Для хранения коэффициентов 

)()( xL i  необходимо иметь 1)1( kr  ре-

гистров памяти. 

 

2. Сравнение сложностей ал-
горитмов 

 

2.1. Сравнение сложностей алго-

ритмов кодирования полного кода 

Сравним параллельный и последо-

вательный алгоритмы кодирования. По-

лучим: 

1) при constxL i )()( : 

а) количество операций в конеч-

ном поле для последовательного алго-

ритма меньше на величину )( rn   - для 

сложения, на величину 

)1()()1( 2  rrnr  - для умножения, на 

1 – для инвертирования; 

2) при constxL i )()( : 

а) количество операций сложения 

для параллельного алгоритма меньше на 

величину 2/)1( rr , количество операций 

умножения меньше для последовательно-

го алгоритма на величину 

2/)1()1(  rrn  при 2/)781(  nr ; 

б) количество регистров для хра-

нения коэффициентов )()( xL i  для после-

довательного алгоритма меньше на вели-

чину 2/)1()1(  rrn  при 

2/)781(  nr . 

В результате сравнения параллель-

ного и параллельно-последовательного 

алгоритмов кодирования имеем: 

1) при constxL i )()( : 

а) для параллельно-последователь-

ного алгоритма выполняется меньше опе-

раций умножения на величину 

)1)(1(  rnr  и на 1 операцию инверти-

рования, сложений требуется одинаковое 

количество; 

2) при constxL i )()( : 

а) для параллельно-последователь-

ного алгоритма требуется операций 

умножения меньше на величину )( rn  , 

но больше операций сложения на величи-

ну )1( r ; 

б) количество регистров для хра-

нения коэффициентов )()( xL i  для парал-

лельно-последовательного алгоритма 

меньше на величину )( rn  . 

Сравнение последовательного и па-

раллельно-последовательного алгоритмов 

кодирования даёт следующий результат: 

1) при constxL i )()( : 

а) для последовательного алгорит-

ма требуется меньше операций сложения 

на величину )( rn   и операций умноже-

ния на величину ))(2)(1( rnrr  , ин-

вертирований выполняется одинаковое 

количество; 

2) при constxL i )()( : 

а) для параллельно-последователь-

ного алгоритма выполняется меньше на 

12/)3( rr  операций сложения и на 

2/)2)(1(  rr  операций умножения; 

б) количество регистров для хра-

нения коэффициентов )()( xL i  меньше для 

параллельно-последовательного алгорит-

ма на величину 2/)2)(1(  rr . 

Сравним теперь алгоритмы кодиро-

вания кодов Лагранжа с процедурой ко-

дирования кодов Рида-Соломона. 

При систематическом кодировании 

РС-кодов необходимо выполнить )( rnr   

модульных умножений и столько же сло-

жений [7]. Это на одну операцию сложе-

ния и на )( rn   операций умножения 

больше, чем для параллельно-

последовательного алгоритма кодирова-

ния кодов Лагранжа при constxL i )()( . 
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Для параллельного алгоритма кодирова-

ния количество сложений на величину r  

меньше, чем для РС-кодов, количество 

умножений – одинаковое. Очевидно, что 

по количеству операций в конечном поле 

предпочтение отдаётся параллельно-

последовательному алгоритму кодирова-

ния кодов Лагранжа при constxL i )()( . 

Применение последовательного ал-

горитма кодирования кодов Лагранжа при 

constxL i )()(  требует выполнить для 

всех r  на rrn  )1(  операций сложения 

больше, чем при кодировании РС-кодов, а 

операций умножения – на )1()1(  rrn  

меньше, но для 2/)341(  nr . 

Если кодирование РС-кодов выпол-

няется с помощью универсального ком-

пьютера, то, применяя быстрое преобра-

зование Матсона-Соломона, можно до-

биться меньшего количества операций 

[8]. Но при этом быстрая процедура си-

стематического кодирования требует спе-

циального размещения проверочных по-

зиций, при котором многочлен локаторов 

проверочных символов имеет ограничен-

ный вес. К тому же не для всех значений 

r  количество операций будет меньшим. 

Оценка сложности для быстрой 

процедуры систематического кодирова-

ния РС-кодов следующая: rrcn ln2 , где

 r  - делитель n , c  - константа 

( 443,12ln/1 c ). 

Класс систематических РС-кодов, 

для которых достигается эта оценка, 

ограничена набором делителей n . Слож-

ность кодирования с применением парал-

лельно-последовательного алгоритма бу-

дет меньше приведенной сложности РС-

кодов при выполнении условий: 

rrcnk /)1ln2(/   – для умноже-

ния, 

)1/()1ln2(~/  rrcnk  – для 

сложения. 

Асимптотически самой быстрой 

процедурой кодирования РС-кодов явля-

ется процедура несистематического коди-

рования, состоящая в вычислении преоб-

разования Матсона-Соломона для после-

довательности информационных симво-

лов. Для этой процедуры требуется опе-

раций:  kcnN ln . Сложность коди-

рования кода Лагранжа с применением 

параллельно-последовательного алгорит-

ма будет меньше этой величины, если 

удовлетворяются условия: 

)1/(ln/  rcknk  – для умножения, 

rknk /1)1lnс/(   – для сложения. 

 

2.2. Сравнение сложностей алго-

ритмов перекодирования  

Сравним параллельный и последо-

вательный алгоритмы перекодирования. 

Для constj  : 

1) )1(  rz . Здесь 0  для 

1 rz . 

2)  1)1()1(  rzr . Здесь 

0  для всех 0z . 

3) 1 . 

По количеству операций в конечном 

поле предпочтение при constj   отдаёт-

ся последовательному алгоритму переко-

дирования. 

Для constj  : 

1) 2/)2)(1(  rrz . Здесь 

0  для  2/)2)(1(  rrz . 

2)   rrrzr  2/)1()1( . 

Здесь 0  для  1z . 

По количеству операций умножения 

в конечном поле предпочтение при 

constj   отдаётся последовательному 

алгоритму перекодирования. 

Сравним последовательный и па-

раллельно-последовательный алгоритмы 

перекодирования. 

Для constj  : 

1) )1(  rz . Здесь 0  для 

1 rz . 

2) zrr )2)(1(  . Здесь 0  

для всех 0z  при 2r . 

3) 0 . 

По количеству операций в конечном 

поле предпочтение при constj   отдаёт-



6   

ся последовательному алгоритму переко-

дирования. 

Для constj  : 

1) 2/)1( rrz  . Здесь 0  

для )1(  rrz . 

2) 2/)12)(2)(1(  zrr . Здесь 

0  для всех 0z  при 2r . 

Сравним параллельный и парал-

лельно-последовательный алгоритмы пе-

рекодирования. 

Для constj  : 

1) 0 . 

2) zrr )2)(1(  . Здесь 0  

для всех 0z  при 2r . 

3) 1 . 

По количеству операций в конечном 

поле предпочтение при constj   отдаёт-

ся параллельно-последовательному алго-

ритму перекодирования. 

Для constj  : 

1) )1(  r . Здесь всегда 

0 . 

2) 1)1(  rz . Здесь 0  

для всех 0z  при 1r . 

При constj   по количеству опе-

раций сложения в конечном поле предпо-

чтение отдаётся параллельному алгорит-

му, по количеству операций умножения – 

параллельно-последовательному алго-

ритму перекодирования. 

Определим путём сравнения, имеет-

ся ли выигрыш для предложенных алго-

ритмов перекодирования по сравнению с 

тем, если бы пришлось производить пере-

кодирование с учётом всех информаци-

онных символов в соответствии с алго-

ритмами кодирования. 

1) Для параллельных алгоритмов. 

а) При constj  : 

 zrrnr )12(]1)(2  , 

))(1( zrnrr   , 0 , 

где n=k+r  - длина кодового слова. 

Здесь 0  для 

  )12/(1)(2  rrnrz , 0  для 

rnz  . 

б) При constj  : 

)12()1(  rzrnr ,  

)1()1[(  rzrnr . 

Здесь 0  для 

)12/()1(  rrnz ,  0  для 

)1/()1(  rrnz . 

2) Для последовательных алгорит-

мов. 

а) При constj  : 

zrrrn 2)1()12(  , 

))(1( zrnr  ,  0 . 

Здесь 0  для 

rrnnz 2/)1(  ,  0  для 

rnz  . 

б) При constj  : 

zrrnr 2])1(2[ 2  , 

)1)(1( zrnr  , 0 . 

Здесь 0  для 

4/])1(2[ 2 rnz ,  0  для 

1 rnz . 

3) Для параллельно-последователь-

ных алгоритмов. 

а) При constj  : 

zrrnr )12(]1)(2[  , 

)()1( 2 zrnr  , 0 . 

Здесь 0  для 

)12/()1)(2[  rrnrz , 0  для 

rnz  . 

б) При constj  : 

zrrnr )12()1(  , 

)2)(1( zrnr  , 0 . 

Здесь 0  для 

)12/()]1(  rrnrz , 0  для 

2 rnz . 

Таким образом: 
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1) при constj   для большинства 

практических случаев все алгоритмы пе-

рекодирования требуют выполнения 

меньшего количества операций умноже-

ния в конечном поле по сравнению с ал-

горитмами кодирования; 

2) при constj   и constj   для 

большинства практических случаев по-

следовательный и параллельно-последо-

вательный алгоритмы перекодирования 

требуют выполнения меньшего количе-

ства операций умножения в конечном по-

ле по сравнению с аналогичными алгори-

тмами кодирования; 

3) при constj   и constj   все 

алгоритмы перекодирования требуют вы-

полнения меньшего количества операций 

сложения в конечном поле по сравнению 

с алгоритмами кодирования для опреде-

лённых значений z . 

4) при constj   параллельный ал-

горитм перекодирования требует выпол-

нения меньшего количества операций 

умножения в конечном поле по сравне-

нию параллельным алгоритмом кодиро-

вания для определённых значений z . 

 

2.3. Сравнение сложностей алго-

ритмов кодирования неполного кода 

Сравнение параллельного и после-

довательного алгоритмов показывает: 

1) при constxL i )()( : 

а) для последовательного алгорит-

ма требуется меньше операций сложения 

в поле )2( mGF  на величину k  и операций 

умножения на величину kr 2)1(  ; 

2) при constxL i )()( : 

а) количество операций сложения и 

умножения в поле )2( mGF  для парал-

лельного алгоритма кодирования меньше 

на величины 2/)1( rr ; 

б) количество регистров для хра-

нения коэффициентов )()( xL i  меньше для 

параллельного алгоритма на величину 

2/)1( rr . 

Сравнивая параллельный и парал-

лельно-последовательный алгоритмы, по-

лучаем: 

1) при constxL i )()( : 

а) количество операций умножения 

в поле )2( mGF  меньше для параллельно-

последовательного алгоритма на величи-

ну )1( r , но больше операций сложения 

на величину )1( r ; 

2) при constxL i )()( : 

а) количество операций сложения и 

умножения в поле )2( mGF  меньше для 

параллельного алгоритма на величины 

)1( r ; 

б) количество регистров для хра-

нения коэффициентов )()( xL i  меньше для 

параллельного алгоритма на величину 

)1( r . 

В результате сравнения последова-

тельного и параллельно-последователь-

ного алгоритмов имеем: 

1) при constxL i )()( : 

а) для последовательного алгорит-

ма требуется меньше операций сложения 

на величину )1(  rk  и операций умно-

жения на величину  1)1()1(  rkr , 

2) При constxL i )()( : 

а) для параллельно-последователь-

ного алгоритма количество операций 

сложения и умножения в поле )2( mGF  

меньше на величины 12/)3( rr , 

б) количество регистров для хра-

нения коэффициентов )()( xL i  меньше для 

параллельно-последовательного алгорит-

ма на величину 12/)3( rr . 

Выводы 
В результате проведённых исследо-

ваний получены математические выраже-

ния, определяющие сложность алгорит-

мов кодирования кодов Лагранжа. Вы-

полненный сравнительный анализ этих 

алгоритмов позволил определить лучшие 

из них по параметру сложности (количе-

ству операций в конечном поле). 

Так сравнение алгоритмов кодиро-

вания полных кодов Лагранжа показало: 
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а) при constxL i )()(  количество 

операций в конечном поле меньше для 

последовательного алгоритма кодирова-

ния; 

б) при constxL i )()( : 

– количество операций в конечном 

поле и количество регистров для хране-

ния коэффициентов )()( xL i  меньше для 

параллельно-последовательного алгорит-

ма кодирования, 

– при определённых условиях слож-

ность кодирования кода Лагранжа с при-

менением параллельно-последовательно-

го алгоритма меньше сложности самой 

быстрой процедуры кодирования РС-

кодов. 

Для неполного кода Лагранжа полу-

чены следующие результаты: 

а) при constxL i )()(  меньшее коли-

чество операций в поле )2( mGF  имеет 

последовательный алгоритм кодирования; 

б) при constxL i )()(  меньшее коли-

чество операций в поле )2( mGF  и коли-

чество регистров для хранения коэффи-

циентов )()( xL i
 имеет параллельный ал-

горитм кодирования. 

Сравнением алгоритмов перекоди-

рования установлено, что с учётом того, 

что операция умножения является более 

сложной по сравнению с операцией сло-

жения, для перекодирования необходимо 

применять последовательный алгоритм. 

Для большинства практических случаев 

перекодирования кодового слова при из-

менении значений информационных сим-

волов все алгоритмы перекодирования 

требуют выполнения меньшего количе-

ства операций умножения в конечном по-

ле по сравнению с алгоритмами кодиро-

вания. Это особенно важно для систем 

реального времени, для которых парамет-

ры быстродействия, аппаратурной и алго-

ритмической сложности играют ключе-

вую роль при функционировании систем. 
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