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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СИНГУЛЯРНОГО РАЗЛОЖЕНИЯ МАТРИЦ  
В КОЛЛАБОРАТИВНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 

Приазовский государственный технический университет 
Приведена классификация методов коллаборативной фильтрации. Описаны математи-
ческие основы метода понижения размерности измерений на основе сингулярного раз-
ложения матриц (SVD). Представлен подход нормализации данных с использованием ба-
зовых прогнозов. Показаны результаты экспериментов реализации метода 

Введение 
В настоящее время всемирная пау-

тина – глобальное хранилище информа-
ции, объем которой постоянно увеличи-
вается. Поэтому часто пользователи стал-
киваются со сложной задачей поиска ин-
формации, которая бы соответствовала их 
предпочтениям. Для решения этой задачи 
используют рекомендательные системы, 
которые автоматически предоставляют 
рекомендации пользователям на основа-
нии уже совершенных действий (покупок, 
выставленных рейтингов, посещений и 
т.д.) и результатах обратной связи (заказы 
в магазинах, переход по ссылкам и т.п.). В 
первую очередь такие системы востребо-
ваны в электронной коммерции, но их ис-
пользование может быть расширено на 
справочные центры, поиск по программ-
ному обеспечению, научным статьям и 
т.п. Это приведет к значительной эконо-
мии времени потребителя на поиски не-
обходимого объекта.  

Одним из подходов разработки ре-
комендательных систем является исполь-
зование методов коллаборативной фильт-
рации (КФ). Коллаборативная фильтрация 
– класс методов построения рекоменда-
ций (прогнозов) на основе известных 
предпочтений (оценок) группы пользова-
телей. Например, ресурс Либрусек пред-
ставляет более 290 тыс. книг и каждый 
месяц более 3000 обновлений [1]. Пользо-
ватели оценивают прочитанные книги. На 
основе этих оценок другие читатели мо-
гут определить, понравится ли им эта 
книга. Для оптимизации данного процес-
са возможно использование рекоменда-
тельных систем на основе КФ. 

Основная идея алгоритмов КФ за-
ключается в предложении новых элемен-
тов для конкретного пользователя на ос-
нове предыдущих предпочтений пользо-
вателя или мнений других единомышлен-
ников пользователя.  

На сегодняшний день исследователи 
разработали целый ряд алгоритмов КФ [2-
3], которые можно разделить на следую-
щие основные категории: 

1. Методы, основанные на анализе 
имеющихся оценок, – анамнестические 1 
методы (Memory-based). Эти алгоритмы 
опираются на статистические методы, 
чтобы найти группу пользователей близ-
ких к целевому пользователю. Этот под-
ход еще называют метод ближайших со-
седей: использование предшествующих 
оценок, сделанных клиентом, и анализ 
оценок других пользователей, которые 
имеют подобные предпочтения. Тогда ре-
комендации (прогноз) для целевого поль-
зователя формируются на основании вы-
числения некой меры похожести по всем 
накопленным данным. 

2. Методы, основанные на анализе 
модели данных, – модельные методы 
(Model-based). В этом случае сначала по 
совокупности оценок формируется описа-
тельная модель предпочтений пользова-
телей, товаров и взаимосвязи между ни-
ми, а затем вырабатываются рекоменда-
ции на основании полученной модели. 
Процесс формирования рекомендаций 
разбивается на два этапа: обучение моде-

                                                
1 АНАМНЕСТИЧЕСКИЙ, АНАМНЕЗ [нэ], -а, м. 
(спец.). Совокупность медицинских сведений, получае-
мых путем опроса обследуемого и знающих его лиц. 
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ли в отложенном режиме и достаточно 
простое вычисление рекомендаций на ос-
нове существующей модели в реальном 
времени. Эти алгоритмы могут быть ос-
нованы на вероятностном подходе [3], 
кластерном анализе [4], анализе скрытых 
факторов [5]. 

3. Методы, основанные на объеди-
нении предыдущих алгоритмов, – гиб-
ридные методы. 

Эти подходы в свою очередь могут 
быть еще разбиты далее на группы мето-
дов. Так, методы первой группы, осно-
ванные на соседстве (близости), разделя-
ются на методы анализа сходства пользо-
вателей (User-based) или сходства эле-
ментов (Item-based). Целью обоих на-
правлений является выделение схожих 
объектов в группы на основе матрицы 
оценок [1-3]. В первом случае определя-
ется сходство пользователей: найти дру-
гих пользователей, чьи прошлые оценки 
поведения похожи на те, что и у текущего 
пользователя, и использовать их оценки 
элементов для прогнозирования предпоч-
тения текущего пользователя. Второй 
подход основан на сходстве элементов [6, 
7]. Если два элемента, как правило, имеют 
одинаковые оценки пользователей, то они 
похожи, и пользователи должны иметь 
аналогичные предпочтения для подобных 
элементов. 

Коллаборативная фильтрация на ос-
нове сходства пользователей (User-based) 
имеет высокую точность. Однако недос-
татком является ресурсоемкость (требо-
вание к памяти) и сложность (количество 
вычислений, требуемое для получения 
рекомендаций). К тому же вычисление 
степени близости может производиться 
только в реальном времени, так как дан-
ные о текущей транзакции становятся 
доступными только в момент выработки 
рекомендаций. Поэтому данный метод 
может применяться только к относитель-
но небольшим базам данных. 

В алгоритме на основе сходства 
элементов (Item-based) степень близости 
анализируемого элемента ко всем осталь-
ным может быть вычислена в отложенном 

режиме. Поэтому этот алгоритм оказыва-
ется более эффективным с точки зрения 
времени формирования рекомендаций 
благодаря возможности проведения от-
ложенной предобработки данных. 

Несмотря на легкость понимания и 
реализации описанных выше методов, у 
них есть ряд недостатков. Во-первых, 
возникают трудности при прогнозе пред-
почтений для новых пользователей или 
при появлении новых элементов, т.к. для 
них еще нет оценок. Во-вторых, для рас-
чета предпочтений необходимо хранить 
всю матрицу данных. В-третьих, ограни-
чивается возможность методов при обра-
ботке больших объемов данных, т.к. вы-
полнение большого количества операций 
для вычисления степени похожести за-
трудняет выдачу рекомендаций в реаль-
ном времени. Большой объем матрицы 
предпочтений затрагивает также пробле-
му избыточности данных. Как правило, 
пользователи и элементы делятся на 
группы с аналогичными профилями 
предпочтений. Например, многие научно-
фантастические фильмы будут нравиться 
в аналогичной степени тем же наборам 
пользователей.  

Вследствие этого, возникает задача 
в понижении размерности матрицы оце-
нок. Такие задачи решают методы второй 
группы модельные методы (Model-based). 
Эти методы направлены на поиск законо-
мерностей на основе обучающих данных. 
Такой подход является комплексным и 
даёт более точные прогнозы, так как по-
могает раскрыть скрытые факторы, объ-
ясняющие наблюдаемые оценки.  

В этом случае возможен вариант 
объединения пользователей (элементов) в 
кластеры (профили) с помощью некото-
рого индекса сходства. Элементы и оцен-
ки, выставленные пользователями из од-
ного кластера, будут использоваться для 
вычисления рекомендаций. Кластерные 
модели лучше масштабируются, т.к. све-
ряют профиль пользователя с относи-
тельно небольшим количеством сегмен-
тов, а не с целой пользовательской базой. 
Сложный и емкий кластерный подсчет 
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ведется в оффлайн режиме. Эта задача 
может быть выполнена на основе разных 
математических подходов [4, 5], автором 
выбран путь сокращения размерности с 
помощью сингулярного разложения мат-
риц (Singular value decomposition или 
SVD) [8, 9].  

Постановка задачи 
Информационная область для 

систем КФ состоит из пользователей, 
которые выразили предпочтения для 
различных предметов. Предпочтение 
(оценка) часто представляется в виде 
триплета (пользователь, предмет, оценка). 
Эти оценки могут принимать различные 
формы, в зависимости от 
рассматриваемой системы. Некоторые 
системы используют вещественную или 
целочисленную оценочную шкалу, такую 
как 0-5 звезд, другие используют 
бинарные или тройные меры. Множество 
всех триплетов оценок формирует 
разреженную матрицу, называемую 
матрицей оценок. Пары (Пользователь, 
предмет), в которых пользователи не 
отдали предпочтение предмету, являются 
неизвестными значениями этой матрицы 
(Табл. 1). 
Таблица 1. Матрица оценок 

 Элемент 
1 

Элемент 
2 

Элемент 
3 

Пользователь 1 3 ? 2 

Пользователь 2 ? 4 3 

Пользователь 3 5 4 ? 

При использовании системы КФ 
необходимо решить две задачи: 1) 
спрогнозировать оценку или 
предпочтение, которое пользователь 
отдаст предмету; целью прогноза является 
заполнение в матрице оценок 
недостающих значений; 2) выдача 
рекомендации, т.е. формирование 
ранжированного списка N элементов для 
данного пользователя. 

Определим математические 
обозначения для привязки различных 
элементов модели рекомендательных 
систем. Генеральная совокупность 
состоит из набора пользователей U и 

набора элементов I. uI  - множество 
элементов, оцененных пользователем u. 

iU - множество пользователей, которые 
оценили элемент i. iur , - оценка 
пользователя u для элемента i. ur - вектор 
всех оценок пользователя u. ir - вектор 
всех оценок элемента i. ur  и ir - средние 
значения оценок пользователя u и 
элемента i соответственно. 
Рекомендательный прогноз – iur ,

) . 

Сингулярное разложение 
матриц (SVD) 

Суть метода в разложении матрицы 
),( mnMA∈  с рангом 

),min()( mnMrankd ≤=  в произведение 
матриц меньшего ранга: 

TUDVA = , (1) 
где матрицы ),( dnMU ∈  и ),( dmMV ∈  
состоят из ортонормальных столбцов, 
являющихся собственными векторами 
при ненулевых собственных значениях 
матриц TAA  и AAT  соответственно и 

IVVUU TT == , а ),( ddMD ∈  
















=

da

a
D

00
0.0
001

 - диагональная матрица 

с положительными диагональными 
элементами 021 >≥≥≥ daaa K , 
отсортированными в порядке убывания. 

Диагональные элементы матрицы D 
daaa ,,, 21 K  представляют собой собст-

венные значения, соответствующие нену-
левым собственным векторам TAA  и 

AAT  (столбцам U и V). Столбцы матрицы 
U представляют собой, ортонормальный 
базис пространства столбцов матрицы A, 
а столбцы матрицы V – ортонормальный 
базис пространства строк матрицы A. 
Важным свойством SVD-разложения яв-
ляется тот факт, что если для k<d преоб-
разовать матрицу D в матрицу 
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только из k наибольших диагональных 
элементов, а также оставить в матрице U 
и V только k первых столбцов, т.е. преоб-
разовать их в ),( knMU k ∈  и 

),( kmMVk ∈ , то матрица  
T

kkkk VDUA =  (2) 

будет являться лучшей аппроксима-
ции матрицы A относительно нормы Фро-
бениуса среди всех матриц с рангом k, т.е. 

AAAA k ′−≤−  ),( mnMA ∈′∀ , 
kArank =′)( .  

Это усечение одновременно дости-
гает двух целей. Во-первых, оно умень-
шает размерность векторного пространст-
ва, снижает требования хранения и вы-
числительные требования к модели. Во-
вторых, отбрасывая малые сингулярные 
числа, малые искажения в результате шу-
ма в данных удаляются, оставляя только 
самые сильные эффекты и тенденции в 
этой модели. Снижение воздействия шу-
ма улучшает способность предоставлять 
высококачественные рекомендации.  

Применительно к задаче коллабора-
тивной фильтрации сингулярные разло-
жения можно использовать в таком по-
рядке: 

1. Построить разложение (1); 
2. Зафиксировать некоторое число 

скрытых факторов k, которое, так или 
иначе, описывает каждый элемент и 
предпочтения каждого пользователя от-
носительно этих факторов. При выборе 
учесть k <<rank(A). Можно подбирать k, 
исходя из размера сингулярных значений 
матрицы, т.е. тех самых диагональных 
элементов матрицы D: желательно отбра-
сывать как можно больше, но при этом 
как можно более маленьких таких эле-
ментов; 

3. Получить лучшую k-ранговую 
аппроксимацию матрицы A в форме (2). 

Когда преобразование (2) заверше-
но, пользователи и элементы могут быть 

представлены в виде точек в k-мерном 
пространстве. Представляем каждого 
пользователя вектором из k факторов ur  и 
каждый продукт вектором из k факторов 

ir , чтобы предсказать рейтинг пользова-
теля u товару i, вычисляем их скалярное 
произведение: 

u
T

iuiiu rrrrr ⋅=⋅=,
)  (3) 

Можно сказать, что вектор факторов 
пользователя показывает, насколько 
пользователю нравится или не нравится 
тот или иной фактор, а вектор факторов 
продукта показывает, насколько тот или 
иной фактор в продукте выражен. 

Нормализация данных 
Как правило, подавляющее 

большинство оценок неизвестно, и 
разреженность матрицы оценок 
достаточно высока. С другой стороны, 
данные, которые уже имеются в матрице, 
достаточно субъективны. Некоторые 
пользователи – оптимисты, и их оценки 
всегда высоки (среднее 4 из 5), другие 
пользователи – циники, их оценки всегда 
занижены (среднее 2,5 из 5). Кроме этого, 
всегда есть элементы, которые нравятся 
всем.  

В целях борьбы с подгонкой 
разреженных данных оценок, проводится 
регуляризация моделей таким образом, 
чтобы сократить вероятность появления 
случайных связей между оценками, 
которые не отражают действительность. 
Регуляризация контролируется 
константами, которые обозначаются как 
λ1, λ2, .... Точные значения этих констант 
определяются перекрестной проверкой. 
По мере их роста, регуляризация 
становится все тяжелее. 

Для того чтобы оптимизировать 
производительность выдачи 
рекомендаций, важно нормализовать 
оценки до вычисления матрицы подобия. 
Это может быть достигнуто путем 
вычисления базового прогноза 
(предикатора), в котором инкапсулируют 
отклонение пользователя и элемента. 
Пары пользователь-элемент (u,i), для 
которых оценки ru,i известны, составляют 
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множество K. Базовый прогноз для 
неизвестной оценки ru,i обозначается bu,i и 
определяется формулой: 

iuiu bbb ++= µ,  (4) 
где μ - общая средняя оценка; bu и bi - 
параметры, которые показывают 
наблюдаемое отклонение пользователя u и 
элемента i соответственно от среднего 
значения.  

Теперь выразим предпочтения (3) с 
учетом базового прогноза (4). 

u
T

iuiu rrbbr ⋅+++= µ,
)  (5) 
Так как все параметры (3) 

взаимосвязаны, то рассчитывать их 
необходимо вместе, решив задачу 
наименьших квадратов.  

2

),(
, )(∑

∈

⋅−−−−
Dui

u
T

iuiu rrbbr µ)  (6) 

Для минимизации данного 
выражения используется градиентный 
спуск: берем частные производные по 
каждому аргументу и двигаемся в 
сторону, обратную направлению этих 
частных производных. 

+⋅−−−−∑
∈Kiu

i
T
uiuiu qpbbr

,

2
, )(min µ

)( 2222
3 iuiu bbqp ++++ λ  

)( 2,2 iuiuii qpeqq ⋅−⋅+← λγ  
)( 2,2 uiiuuu pqepp ⋅−⋅+← λγ  

)( 1,1 ujiuu bebb ⋅−⋅+← λγ  
)( 1,1 ijiii bebb ⋅−⋅+← λγ  

jijiji rre ,,,
)−=  

где γ1, γ2, λ1, λ2, λ3 – константы 
регуляризации. 

На основе представленных 
математических выкладок были 
проведены исследования по 
использованию описанного метода. Для 
оценки эффективности использовалась 
среднеквадратичное отклонение. 

( )2

,
,,ˆ

1 ∑ −=
iu

iuiu rr
n

RMSE  (7) 

где ru,i  – известная оценка пользователя u 
для элемента i, i,ur

)  – спрогнозированная 
оценка. 

Результаты исследований 
В качестве исходных данных 

использовались таблицы базы данных с 
оценками пользователей объемом – 20000 
оценок, с данными о пользователях – 200 
строк и данными о книгах – 1500 строк. 

Первым из этапов выдачи 
рекомендаций является обучение модели 
расчетов. Качество обучения 
определяется погрешностью обучения и 
выражается среднеквадратичным 
отклонением прогнозируемых оценок. 
Для качественного обучения модели 
необходимо подобрать параметры 
обучения таким образом, чтобы 
погрешность была наименьшей в 
соответствии с заданной точностью. 

Исследуемый параметр модели –
количество скрытых факторов k. Другие 
параметры исследованы [9] и приняты: 
коэффициент скорости обучения базового 
отклонения оценок 007.01 =γ , 
коэффициент скорости обучения факторов 

007.02 =γ , коэффициент регуляризации 
базового отклонения оценок 005.01 =λ , 
коэффициент регуляризации факторов 

015.02 =λ . Приняв за основу эти данные, 
определи оптимальное количество 
факторов, при точности ε=0,00001. 
Результат показан в таблице 2.  
Таблица 2. Изменение количества скрытых 
факторов k 
№ 
п/п 

Количество 
факторов k 

RMSE при 
обучении 

RMSE при 
тестировании 

1 100 0.10303 0.95778 
2 200 0.09727 0.94213 
3 300 0.09598 0.93274 
4 400 0.09479 0.92988 
5 500 0.09204 0.92742 
6 600 0.08930 0.92536 
7 700 0.08655 0.92380 
8 800 0.08381 0.92164 
9 900 0.08106 0.91978 
10 1000 0.07831 0.91862 
11 1100 0.07557 0.91776 
12 1200 0.07282 0.91640 
13 1300 0.07008 0.91564 
14 1400 0.06733 0.91358 
15 1500 0.05236 0.91243 

Согласно полученным результатам 
можно сделать вывод о том, что с 
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увеличением числа факторов, 
погрешность прогнозов уменьшается. Для 
исходных данных оптимальным 
количеством факторов является k =1500. 
Однако с увеличением числа факторов 
возрастают вычислительные затраты и 
время обучения. 

В работе [7] автором был 
рассмотрен метод коллаборативной 
фильтрации на основе сходства элементов 
(Item-based). Дальнейшие исследования 
были направлены на сравнение 
результатов этого метода с методом, 
рассмотренным в настоящей статье. 
Немаловажным фактором является время 
обучения модели. Результаты этих 
исследований показаны в таблице 3. 
Таблица 3. Сравнение по времени 

Время обучения (чч:мм:сс) № 
п/п 

Объем 
обучающих 
данных SVD Item-based 

1 2500 0:09:17 0:23:33 
2 5000 0:15:29 0:45:12 
3 7500 0:21:42 1:03:25 
4 10000 0:27:54 1:32:16 
5 12500 0:34:07 1:54:47 
6 15000 0:41:15 2:19:14 
7 17500 0:58:52 2:57:26 
8 20000 1:12:24 3:29:21 

Результаты подтвердили, что 
уменьшение размерности матрицы оценок 
значительно сокращает время обучения 
модели. Исследования по изменению 
качества показали, что RMSE с 
использованием SVD уменьшилась на 2%. 
Учитывая, что время при этом 
уменьшилось почти в 3 раза, то 
использование сингулярного разложения 
применительно к рассматриваемой задаче 
действительно эффективно. 
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