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ОРГАНИЗАЦИЯ МУЛЬТИПЛИКАТИВНОГО ОБРАЩЕНИЯ 
ЭЛЕМЕНТОВ КОНЕЧНОГО ПОЛЯ 
ГосНИИ «Аэронавигация» (Россия, Москва) 

Рассмотрена организация мультипликативного обращения элементов конечного поля 
GF(2m). Предложен алгоритм вычисления их инверсных значений реализация которого 
возможна на комбинационных схемах 

Во многих областях науки и техни-
ки используются вычисления в конечных 
полях. Наряду с другими операциями ин-
терес представляет инвертирование эле-
ментов конечного поля. Распространение 
получила реализация инвертирования на 
регистрах сдвига [1 - 4]. Вычисления об-
ратного элемента производятся также на 
комбинационных схемах [5], однако такие 
схемы не являются однородными и уни-
версальными. 

В [6] предложен метод, дающий 
возможность выполнять операцию 
инвертирования элементов конечных 
полей GF(2m) на универсальных 
комбинационных схемах. Приведём 
алгоритм инвертирования элементов 
конечных полей, основанный на этом 
методе.  

Инвертирование элементов 
конечного поля GF(2m) 

Пусть 
 – 

многочлен, представляющий элемент по-
ля GF(2m), инверсное значение которого 
необходимо найти. Инверсией этого мно-
гочлена будет многочлен  
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(здесь 0121 ==== −− ccc mm K ,   10 =c ). 

Решение  может быть найдено 
по алгоритму Евклида. Но этот процесс 
сложно реализовать аппаратно, так как он 
имеет большое число промежуточных ре-
зультатов, которые должны запоминаться.  

)(xb

Из выражения (1) видно, что при 
инвертировании используется операция 
умножения элементов конечного поля. 
Поэтому для определения процедур ин-
вертирования используем положения, 
разработанные для операции умножения 
элементов поля [7]. 

Учитывая выражения для умноже-
ния многочленов над полем GF(2) [8] и 
умножения элементов конечного поля 
GF(2m) [7], запишем: 
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где   , 
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Здесь матрица  является квадрат-
ной матрицей порядка m; матрицы  и 

 – квадратные матицы порядка 

1A

2A

2P )1( −m ; 
матрица  –  – матрица. 1

Найдем решения линейных уравне-
ний, представленных выражениями (2) и 
(3). Неизвестными являются величины  
и , из которых необходимо определить 

. 
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Умножим слева правую и левую 

часть выражения (3) на матрицу , об-
ратную матрице . Отметим, что матри-
ца  существует, так как при 
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[9]. Получим: 
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где E  – единичная квадратная матица по-
рядка )1( −m . 

Подставим (4) в (2): 
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Тогда 
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= .                (5) 
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Определим матрицу 
. Для этого произ-

ведём некоторые вычисления. 
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Применяя способ Гаусса [9], нахо-
дим обратную матрицу 1

2
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где  
11

1,12,22211 ====== −
−−−− mmmmm ppppp K ; 

11,223121 −−−− ===== mmmm ppppp K ; 

====== −−−−− 1,32,424132 mmmmm ppppp K  

        112 −−− ⊗⊕= mmm ppp ; 

====== −−−−− 1,42,525143 mmmmm ppppp K  
   21123 −−−−− ⊗⊕⊗⊕= mmmmm ppppp ; 

⊗⊕==== −−−−− 341,5154 mmmmm ppppp K  

31221 −−−−− ⊗⊕⊗⊕⊗ mmmmm ppppp ; 

M  

==== −−− 1,32,23,14 mmm pppp  

              ⊕⊗⊕⊗⊕= −− 26154 mm ppppp  

        5137 pppp mm ⊗⊕⊕⊗⊕ −− K ; 
 

    === −− 1,22,13 mm ppp  

      ⊕⊕⊗⊕⊗⊕= −− K25143 mm ppppp  

        4152 pppp mm ⊗⊕⊗⊕ −− ; 

    == −1,12 mpp  

        ⊕⊕⊗⊕⊗⊕= −− K24132 mm ppppp  

        3142 pppp mm ⊗⊕⊗⊕ −− . 

Умножая матрицы  и , полу-
чим: 

1P 1
2
−P

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−−

−−−−−−

−−

−−

1,2,21

1,12,12,11,1

1,22,22221

1,12,11211

mmmmmm

mmmmmm

mm

mm

PPPP

PPPP

PPPP

PPPP

P

K

K

MMKMM

K

K

, 

где для столбца 1: 

011 pP = ,   121 pP = ,   ,K , 231 pP =

21,1 −− = mm pP ,   ; 11 −= mm pP

для столбца 2:   1012 −⊗= mppP , 

111101122 PpppppP mm ⊕⊗=⊕⊗= −− , 

211211232 PpppppP mm ⊕⊗=⊕⊗= −− ,K , 

=⊕⊗= −−−− 3122,1 mmmm pppP  

         1,212 −−− ⊕⊗= mmm Ppp , 

=⊕⊗= −−− 2112 mmmm pppP  

     1,111 −−− ⊕⊗= mmm Ppp ; 

для столбца 3:   2013 −⊗= mppP , 

=⊗⊕⊗= −− 102123 mm ppppP  

                 1221 Ppp m ⊕⊗= − , 

=⊕⊗⊕⊗= −− 0112233 pppppP mm  

            2222 Ppp m ⊕⊗= − , , K

⊕⊗⊕⊗= −−−−− 13223,1 mmmmm ppppP  

       2,2224 −−−− ⊕⊗=⊕ mmmm Pppp , 

=⊕⊗⊕⊗= −−−−− 312213 mmmmmm pppppP  

         2,121 −−− ⊕⊗= mmm Ppp ; 
M  
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для столбца : )2( −m

302,1 ppP m ⊗=− , 

=⊗⊕⊗=− 40312,2 ppppP m  

  3,131 −⊕⊗= mPpp  

=⊗⊕⊗⊕⊗=− 5041322,3 ppppppP m  

              3,232 −⊕⊗= mPpp ,K , 

⊕⊕⊗⊕⊗= −−−− K44332,2 ppppP mmmm  

      3,333011 −−−− ⊕⊗=⊕⊗⊕ mmmm Pppppp , 

⊕⊕⊗⊕⊗= −−−− K43322,1 ppppP mmmm  

     3,232112 −−−− ⊕⊗=⊕⊗⊕ mmmm Pppppp , 

⊕⊕⊗⊕⊗= −−− K42312, ppppP mmmm  

      3,131213 −−−− ⊕⊗=⊕⊗⊕ mmmm Pppppp ; 

для столбца : )1( −m

201,1 ppP m ⊗=− , 

=⊗⊕⊗=− 30211,2 ppppP m  

  2,121 −⊕⊗= mPpp , 

=⊗⊕⊗⊕⊗=− 4031221,3 ppppppP m  

             2,222 −⊕⊗= mPpp ,K , 

⊕⊕⊗⊕⊗= −−−− K34231,2 ppppP mmmm  

          2,32310 −−−− ⊕⊗=⊗⊕ mmmm Ppppp , 

⊕⊕⊗⊕⊗= −−−− K33221,1 ppppP mmmm  

     2,222011 −−−− ⊕⊗=⊕⊗⊕ mmmm Pppppp , 

⊕⊕⊗⊕⊗= −−− K32211, ppppP mmmm  

      2,121112 −−−− ⊕⊗=⊕⊗⊕ mmmm Pppppp . 

Матрица  является опера-
ционной матрицей конечного поля, а ко-
эффициенты  этой матрицы - операци-
онными коэффициентами конечного по-
ля. Следует отметить, что  (

1
21
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klP 1+= ik , 
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(при ;  при ) 
[10], вычисление которых приведено в 
[11]. 

ii ppj == )0(:0 0: =< − jipji

Так как для многих значений m су-
ществуют неприводимые над полем GF(2) 
примитивные многочлены 

, вес которых равен 3 и )()( xhxpxp m
m +=

1)(deg == kxh , то, с учётом того, что 
110 == pp  и 0132 ==== −mppp K , по-

лучим следующую операционную матри-
цу конечного поля: 
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Для этого случая операционные ко-
эффициенты конечного поля вычислять 
не требуется. 

Умножим матрицы P  и . Полу-
чим: 
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где для столбца 1: 

0~~~~~
11,1312111 ====== − mm AAAAA K ; 

для столбца 2:   11112
~

−⊗= maPA , 

12122
~

−⊗= maPA ,   13132
~

−⊗= maPA ,K , 
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11,12,1
~

−−− ⊗= mmm aPA ,   112
~

−⊗= mmm aPA ; 

для столбца 3: 

11221113
~

−− ⊗⊕⊗= mm aPaPA , 

12222123
~

−− ⊗⊕⊗= mm aPaPA , 

13223133
~

−− ⊗⊕⊗= mm aPaPA ,K , 

12,121,13,1
~

−−−−− ⊗⊕⊗= mmmmm aPaPA , 

12213
~

−− ⊗⊕⊗ mmmmm aPaPA ; 

M  
для столбца : )1( −m

⊕⊕⊗⊕⊗=− K3122111,1
~ aPaPA m  

             12,123,1 −−−− ⊗⊕⊗⊕ mmmm aPaP , 

⊕⊕⊗⊕⊗=− K3222211,2
~ aPaPA m  

               12,223,2 −−−− ⊗⊕⊗⊕ mmmm aPaP , 

⊕⊕⊗⊕⊗=− K3322311,3
~ aPaPA m  

              12,323,3 −−−− ⊗⊕⊗⊕ mmmm aPaP , 

K , 

⊕⊕⊗⊕⊗= −−−− K32,121,11,1
~ aPaPA mmmm  

               12,123,1 −−−−−− ⊗⊕⊗⊕ mmmmmm aPaP , 

⊕⊕⊗⊕⊗=− K32211,
~ aPaPA mmmm  

             12,23, −−−− ⊗⊕⊗⊕ mmmmmm aPaP ; 

для столбца : m

⊕⊕⊗⊕⊗= K2121111
~ aPaPA m  

            11,122,1 −−−− ⊗⊕⊗⊕ mmmm aPaP , 

⊕⊕⊗⊕⊗= K2221212
~ aPaPA m  

         11,222,2 −−−− ⊗⊕⊗⊕ mmmm aPaP , 

⊕⊕⊗⊕⊗= K2321313
~ aPaPA m  

                11,322,3 −−−− ⊗⊕⊗⊕ mmmm aPaP ,K , 

⊕⊕⊗⊕⊗= −−− K22,111,1,1
~ aPaPA mmmm  

            11,122,1 −−−−−− ⊗⊕⊗⊕ mmmmmm aPaP , 

⊕⊕⊗⊕⊗= K2211,
~ aPaPA mmmm  

          11,22, −−−− ⊗⊕⊗⊕ mmmmmm aPaP . 

Просуммируем матрицы  и 1A *
2

~A . 
Получим матрицу: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−

−−−−−

−

−

mmmmmm

mmmmmm

mm

mm

AAAA

AAAA

AAAA

AAAA

A

1,21

,11,12,11,1

21,22221

11,11211

K

K

MMKMM

K

K

,   (6) 

где для столбца 1:   011011
~ aAaA =⊕= ; 

121121
~ aAaA =⊕= , 

231231
~ aAaA =⊕= ,K , 

21,121,1
~

−−−− =⊕= mmmm aAaA , 

1111
~

−− =⊕= mmmm aAaA ; 

для столбца 2:   1212
~AA = ; 

22022
~AaA ⊕= ,   32132

~AaA ⊕= ,K , 

2,132,1
~

−−− ⊕= mmm AaA , 

222
~

mmm AaA ⊕= − ; 

для столбца 3:   1313
~AA = ; 

2323
~AA = ,   33033

~AaA ⊕= ,K , 

3,143,1
~

−−− ⊕= mmm AaA ,   333
~

mmm AaA ⊕= − ; 

M  
для столбца )1( −m :   1,11,1

~
−− = mm AA , 

1,21,2
~

−− = mm AA ,   1,31,3
~

−− = mm AA ,K , 

1,101,1
~

−−−− ⊕= mmmm AaA , 

1,11,
~

−− ⊕= mmmm AaA ; 

для столбца :   m mm AA 11
~= , 

mm AA 22
~= ,   mm AA 33

~= ,K , 

mmmm AA ,1,1
~

−− = ,   mmmm AaA ~
0 ⊕= . 

Подставим выражение матрицы А 
(6) в (5). В результате получим систему 

 линейных уравнений от  неизвест-
ных, представленную в матричном виде: 
m m
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⊗

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−−−−

−

−

mmmmmm

mmmmmm

mm

mm

AAAA

AAAA

AAAA

AAAA

1,21

,11,12,11,1

21,22221

11,11211

K

K

MMKMM

K

K

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⊗

−

−

−

−

1

2

2

1

0

1

2

2

1

0

m

m

m

m

c
c

c
c
c

b
b

b
b
b

MM
.                   (7) 

Решением этой системы уравнений 
будет искомое инверсное значение эле-
мента конечного поля. Решение сущест-
вует, так как для каждого ненулевого 
элемента конечного поля есть обратное 
значение и притом единственное. Следо-
вательно, если , то 0≠a 0≠A . 

Так как операции при вычислении 
определителя A  производятся в поле 

GF(2), то 1=A . 
Утверждение. Решением системы 

уравнений (7) для 1)( =xc  является соот-
ношение 

ji Ab
1

= , 

где 
j

A
1

 – минор элемента  матрицы 

;  

jA1

A 1,0,1 −=+= miij . 
Доказательство. Известно, что 

систему линейных уравнений можно ре-
шить по формуле Крамера [7]: 

==

+−−

+−−−−−

+−

+−

mmjmmjmm

mjmmjmm

mjj

mjj

i

AAcAA

AAcAA

AAcAA

AAcAA

A
b

KK

KK

MLMMMKM

KK

KK

1,11,1

11,121,11,1

11,211,221

11,101,111

1  

A

cAcAcA mjmjj 11201 −⋅++⋅+⋅
=

K
. 

Так как 0121 ==== −− ccc mm K , 
10 =c  и 1=A , то получим 

ji Ab
1

= .  

Ч. т. д. 
При выполнении деления имеем 

)()()(
)(

1 xbxaxc
xp
=⋅ −  или 

)()()(
)(

xcxbxa
xp
=⋅ , где многочлен  

не обязательно соответствует 1. Тогда 
решением системы уравнений (7) будет 
соотношение: 

)(xc

11201 −⋅++⋅+⋅= mjmjji cAcAcAb K . 

Алгоритм инвертирования 
элементов конечного поля GF(2m) 

На основании полученных результа-
тов предлагается алгоритм определения 
инверсного значения элемента конечного 
поля (алгоритм И1): 

1) вычисляются операционные ко-
эффициенты klP = )( j

ip  матрицы P ; 
2) выполняется умножение матрицы 

P  и матрицы *
2A , результат которого 

*
2

*
2

~ AP  суммируется с матрицей 1A  – 
*
21

~AA ; 
A ⋅=

A +=
3) определяется минор элемента j  

матрицы 
A1

A  – вычисляется обратный эле-
мент конечного поля 

ji Ab
1

= . 

Операционные коэффициенты мат-
рицы P  могут быть вычислены либо реа-
лизацией, предложенной в [11], либо с 
помощью следующей процедуры: 

1) производится обращение матри-
цы 2P , элементами которой являются ко-
эффициенты ip  неприводимого много-
члена )(xp ; 

2) выполняется умножение матриц 
1

21
−⋅PP . 

Выводы 
Предложенный метод и разработан-

ные математические выражения и алго-
ритм позволяют реализовать вычисление 
инверсных значений элементов конечного 
поля GF(2m) на быстродействующих ком-
бинационных схемах, структура которых 
однородна и универсальна. Это делает их 
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перспективными для реализации в виде 
БИС. Этот метод также проще метода, 
описанного в [12], где необходимо решать 
систему  уравнений от )12( −m )12( −m  
неизвестных. 
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