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Рассмотрены вопросы эффективного формирования совокупности функций Уолша, про-
извольным образом распределенных по каналам прикладной многоканальной системы. 
Предложена вычислительная структура формирователя для многоканальных систем 
реального времени, основанная на шифрации состояний аргумента функций, отличаю-
щаяся предельно низкой емкостной и временной сложностью реализации и равномерной 
шкалой отсчетов генерируемых функций 

Введение 
Многочисленные исследования 

функций Уолша и связанных с ними тео-
ретических и практических вопросов, в 
частности, задачи эффективного их фор-
мирования, обусловлены широким спек-
тром областей применения указанных 
функций. 

Функции Уолша используются в 
спектральной обработке сигналов, при 
построении специализированных вычис-
лительных устройств для кодировании и 
сжатии аудио- и видео-данных, в много-
канальных системах тестирования и диаг-
ностирования цифровых устройств и ло-
гических структур большой степени инте-
грации [1 - 4]. 

Применение указанных функций в 
качестве ортогональных несущих в мно-
гоканальных системах связи и передачи 
данных, обеспечивает преимущества ко-
дированного разделения сигналов в сис-
темах цифровой сотовой связи 3-го и 4-го 
поколений над частотным и временным 
разделением, применяемым ранее [5]. 

Постановка задачи 
Анализ требований предъявляемых 

к формирователям функций Уолша со 
стороны вышеперечисленных приклад-
ных систем показал, что наибольшей 
функциональностью должны обладать 
формирователи, используемые для тести-
рования и организации ортогональной 
синхронизации в многоканальных систе-

мах динамического контроля современ-
ных цифровых структур.  

Для достижения необходимых фазо-
вых и частотных характеристик системы 
подобного класса не имеют промежуточ-
ного кросса, и все их функциональные 
возможности обеспечиваются перепро-
граммированием электроники на каждом 
из нескольких сотен контактов объекта 
тестирования. Поэтому важной характе-
ристикой многоканальной системы явля-
ется возможность произвольного распре-
деления номеров генерируемых функций 
по ее каналам. 

Одним из основных требований со 
стороны систем реального времени и, 
прежде всего, систем многоканальной ко-
довой связи является ортогональность 
фактически генерируемой совокупности 
сигналов. Ортогональность обеспечивает-
ся за счет равномерного шага формирова-
ния отсчетов функций и минимальной ве-
личины отклонения моментов их перехо-
да через нуль от нормированного времен-
ного растра [5]. Отсюда следует необхо-
димость сосредоточения комбинационной 
логики генератора, вносящей основной 
вклад в разброс времени переключения 
формируемых функций до его синхрони-
зирующих цепей. То есть, алгоритм гене-
рации должен хорошо вписываться в 
структуру автомата Мили. 

Математическая модель про-
цесса формирования функций  
Уолша 
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Рассмотрим систему m2  функций 
Уолша wal(w,x) }1,1{ −∈ , упорядоченных 
по числу знакоперемен на интервале оп-
ределения [0, 12 −m ], 

где x=x(t)= 021 ...xxx mm −− = 12,0 −m  – аргу-

мент функции Уолша, а 

w= 021 ...www mm −− = 12,0 −m  и m – ее двоич-

ный номер и порядок. 
Известно [6], что данные функции, а 

также функции в системах Уолша-Пэли 
pal(p,x) и Уолша-Адамара had(h,x) можно 
представить в виде произведения функ-
ций Радемахера i-го порядка 

ir (x)= ix1− =cos ixπ : 

wal(w,x)=pal(p,x)=had(h,x)= 
= 110 )(...)()( 21

−mp
m

pp xrxrxr , 

где p= 021 ...ppp mm −−  и h= 021 ...hhh mm −−  – 

двоичные эквиваленты номера w функции 
Уолша в коде Грея и инверсном коде 
Грея, определяющие номер данной функ-
ции соответственно в системах Уолша-
Пэли и Уолша-Адамара: iii wwp ⊕= +1 , 

1−−− ⊕= imimi wwh , 1,0 −= mi , 0=mw . 

Заменяя значения 1 и -1 рассматри-
ваемых функций соответственно на 0 и 1, 
получаем imi xxr −=)( , и соотношения, свя-

зывающие однополярные функции, назы-
ваемые в дальнейшем также функциями 
Уолша, принимают вид: 

W(w,x)=P(p,x)=H(h,x)= 
= 101201 ... −−− ⊕⊕⊕ mmm pxpxpx .  (1) 

С учетом симметричности функций 
Уолша относительно параметров w,p,h и x 
аналогичные соотношения (но уже с ми-
нимально изменяемыми на каждом шаге 
алгоритма генерации) разрядами аргу-
мента x=x(t) принимают вид 

W(w,x)=P(p,x)=H(h,x)=  

)(...

...)()(

10

1201

xyw

xywxyw

m

mm

−

−−

⊕
⊕⊕

,        (2) 

где y=y(x)= 021 ...yyy mm −−  – двоичное пред-

ставление аргумента x=x(t) функций 
Уолша в коде Грея:  

iii yyy ⊕= +1 , 1,0 −= mi , 0=my . 

Найдем сумму по модулю 2 двух 
последовательных значений функций 
Уолша 

W(w,x) ⊕  W(w,x+1)= 

))1()((
1

0
1 +⊕=∑

−

=
−− xyxyw ii

m

i
im  mod2.  (3) 

Учитывая, что соответствующие со-
седние значения кода Грея отличаются 
лишь в одном, например, в ϕ = )(xϕ  раз-
ряде, получаем 

W(w,x) ⊕  W(w,x+1)= .1)( −− xmw ϕ        (4) 

Отсюда следует рекурсивное отно-
шение, представляющее математическую 
модель процесса формирования функций 
Уолша 

W(w,x+1)=W(w,x) ⊕ ,1)( −− xmw ϕ  

x= 12,0 −m ,    W(w,0)=0.               (5) 

Программная и аппаратная слож-
ность реализации полученной модели оп-
ределяется в основном способом получе-
ния последовательности значений вели-
чин 1)( −− xmw ϕ . В то же время из (5) видно, 

что выражение индекса не зависит от но-
мера функции Уолша. Это позволяет 
уменьшить аппаратурные и временные 
затраты при формировании большого 
числа функций в многоканальных систе-
мах.  

Многоканальный формирова-
тель функций Уолша 

В существующих решениях [7] для 
формирования программируемых функ-
ций Уолша порядка m предлагается ис-
пользовать )12( −m -разрядный сдвиговый 
регистр, в который предварительно запи-
сывается развернутый номер генерируе-
мой функции, причем число повторений 
значений каждого из разрядов номера в 
последовательности равно 2. По другому 
способу при формировании каждого оче-
редного значения функции вычисляется 
сумма (3), для чего формируется последо-
вательность величин 
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)1()()( +⊕= xyxyxz iii , 1  ,0 −= mi .  (6) 

Очевидный недостаток этих спосо-
бов – большие затраты при формировании 
большого числа функций Уолша, особен-
но в случае высокого их порядка. 

С другой стороны, низкозатратные 
решения [5] не допускают возможности 
программирования номера генерируемой 
функции в каналах системы. 

В предлагаемом решении парал-
лельного формирования совокупности k 
функций Уолша элементы iw  их двоич-

ных номеров выбираются из k-разрядного 
запоминающего устройства по адресам, 
представляющим последовательность 
значений )(xϕ . 

В свою очередь, последовательность 
)(xϕ , определенная выше, как последова-

тельность номеров изменяющихся разря-
дов кода Грея y(x), задается при помощи 
логических выражений 

)()( 1
0 xzix i

m
i ννϕ −
=∨= = νi

m
i

1
0
−

=∨ ii xxxx 110 ... − ,   (7) 

где )(xνϕ и νi  – разряды двоичного пред-

ставления соответственно величин )(xϕ  и 

i, ] [m2log,...,1,0=ν , )(xzi  – система вза-

имно-ортогональных функций: 

00 )( xxz = , 

101 )( xxxz = , 

iii xxxxxz 110 ...)( −= ,  1,0 −= mi , 

)(0 xz + )(1 xz +…+ )(1 xzm− =1,  x= 22,0 −m , 

)(xzi )(xzj =0,   ji ≠ . 

Данная система тождественна (6), но 
обладает тем преимуществом, что зависит 
только от текущего значения x=x(t) и по-
этому может быть реализована чисто 
комбинационной схемой. Дополняя ее не-
достающими функциями до ближайшего 
числа µ2=m , получаем 

)(xνϕ = )(1
0 xzii

−+
== ∨∨ γβ

β
α
ρ , 1,0 −= µν , (8) 

где 1−−= νµα , ρνβ += 2 , νγ 2= . 
Система логических функций (8), 

решенных относительно x=x(t) есть ни 

что иное, как система функций комбина-
ционного двоичного шифратора с при-
оритетом, реализуемая рядом промыш-
ленных микросхем. При этом последова-
тельность значений )(xϕ  соответствует 
принятому в (5) способу нумерации 
функций Уолша. 

Таким образом, задача формирова-
ния совокупности { ),,( )( xwW j

j  

kj ,...,2,1= } прямых и обратных функций 
Уолша в k-канальном формирователе сво-
дится к нахождению векторных сумм 

         )(
)(

)()( ),()1,( j
x

j
j

j
j wxwWxwW ϕ⊕=+ , 

)()( )0,( j
m

j
j wwW = ,    j=1,2,…,k,      (9) 

            x= 12,0 −m , 

в соответствии с формируемой при по-
мощи ν - выходного шифратора последо-
вательностью значений  

)(xϕ = )(1 x−µϕ )(2 x−µϕ … )(0 xϕ . 

При этом нулевое (единичное) со-
стояние j-ой компоненты вектора началь-
ного состояния )()()2()1( ...... k

m
j

mmmm wwwww =  

является необходимым и достаточным 
условием формирования прямой (соот-
ветственно обратной) функции Уолша в  
j-ом канале формирователя.  

Затраты оперативной памяти на реа-
лизацию предложенного алгоритма равны 
произведению числа каналов k на количе-
ство бит m порождающего кода плюс k 
бит необходимых формирования функций 
Уолша с обратной полярностью сигналов. 
Указанные затраты являются  минималь-
но необходимых для задания произвольно 
распределенного по каналам много-
канального формирователя подмножества 
генерируемых функций 

}12,0),,({),( )( −=⊆ mj
j wxwWxwW . 

То есть верхняя оценка mk емкост-
ной сложности алгоритма совпадает с его 
нижней оценкой. 

Временная сложность алгоритма 
при аппаратной и программно-аппарат-
ной его реализации также имеет мини-
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мально возможное значение, равное од-
ному такту, необходимому для выполне-
ния простейшей векторной логической 
операции «сумма по mod2». 

Структура многоканального форми-
рователя с произвольным распределением 
по каналам генерируемых функций  
Уолша приведена на рис. 1. 

 

  
 
Рис. 1. Структура формирователя функций 

Уолша 

Равномерность шкалы отсчетов ге-
нерируемых функций обеспечивается за 
счет постоянства временных затрат для 
получения вектора их очередных значе-
ний. Минимально возможный разброс 
времен переключения функций гаранти-
рован использованием однотипных триг-
геров со счетным входом на выходе фор-
мирователя. 

Шифратор последовательности ад-
ресов )(xϕ содержит m2log  бинарных ад-
ресных функций и реализуется в любой 
программируемой матрице или 1-2 мик-
росхемами средней степени интеграции. 

Выводы 
Предложенный подход обеспечивает 

возможность формирования по единому 
алгоритму произвольной совокупности 
функций Уолша, в том числе кодов Грея, 
прямых и обратных двоичных кодов в 
программируемых каналах многоканаль-
ных прикладных систем. 

Реализуемая на основе данного ал-
горитма многоканальная система с произ-
вольным канальным распределением 
формируемых функций основана на шиф-
рации состояний аргумента функций и 
отличается быстродействием, экономич-
ностью и равномерной шкалой отсчетов. 
В части указанных характеристик она 
имеет лучшее из возможных решений. 

Полученные результаты могут быть 
использованы при спектральной обработ-
ке сигналов, в многоканальных системах 
передачи данных 3-го и 4-го поколений, а 
также для генерации испытательных сиг-
налов в системах тестового контроля и 
диагностирования цифровых устройств. 
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