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Вступ 
У сучасному машинобудуванні за-

безпечення високої точності вимірювань 

є важливим елементом технологічного 

процесу, що безпосередньо впливає на 

якість виготовлення деталей. КВМ є 

ключовим інструментом для визначення 

геометричних параметрів деталей із ви-

сокою точністю. Однак процес вимірю-

вання супроводжується виникненням 

похибок, обумовлених як технічними, 

так і зовнішніми чинниками, такими як 

геометричні деформації, кінематичні не-

досконалості, температурні коливання 

та випадкові впливи [1]. 

Актуальність дослідження полягає 

у необхідності розробки методів змен-

шення цих похибок, що дозволить пок-

ращити точність вимірювань та підви-

щити ефективність використання КВМ у 

виробничих процесах. Сучасні підходи 

до корекції похибок часто є недостатньо 

ефективними через обмеження у враху-

ванні складного характеру взаємодії різ-

них джерел похибок [2-4]. 

Мета 
Метою роботи є розробка матема-

тичної моделі процесу вимірювання на 

КВМ, яка враховує вплив основних видів 

похибок, а також створення алгоритму 

автоматичної корекції результатів вимі-

рювань. У статті розглядаються теорети-

чні та практичні аспекти запропонованої 

моделі, які дозволяють підвищити точ-

ність і надійність контролю якості скла-

дних деталей. 

 

 

 

 

Основна частина 
1. Аналіз проблеми та постановка 

задачі. 

КВМ відіграють ключову роль у за-

безпеченні точності вимірювання дета-

лей складної форми[5]. Однак, похибки, 

що виникають під час вимірювань, зна-

чно впливають на достовірність отрима-

них результатів. Основними джерелами 

похибок є: 

• геометричні похибки, які зумо-

влені недосконалістю конструкції КВМ 

[6]; 

• кінематичні похибки, що вини-

кають через неточності у приводах і з'єд-

наннях [7]; 

• температурні впливи, які приз-

водять до теплових деформацій як КВМ, 

так і деталей [8]; 

• випадкові похибки, обумов-

лені шумами сенсорів та нестабільністю 

умов вимірювання[9]. 

Постає необхідність розробки ма-

тематичної моделі, яка дозволяє враху-

вати ці джерела похибок і здійснювати їх 

корекцію, що забезпечить підвищення 

точності вимірювань. 

2. Математична модель вимірю-

вань. 

Процес вимірювання координат то-

чок на поверхні деталі за допомогою 

КВМ моделюється як складна багатофа-

кторна залежність, що враховує геомет-

ричні, кінематичні, температурні та ви-

падкові похибки [10]. Узагальнена мате-

матична модель виглядає наступним чи-

ном (1): 

,( ) ( , , )вим іст сист іст вип корX R X T X P T= + +  +  +   (1) 
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де, R(θ) –  матриця обертання, що врахо-

вує похибки орієнтації системи коорди-

нат; T – вектор трансляції; Δсист(Xіст,P,T) 

–  функція систематичних похибок, що 

залежить від істинних координат Xіст, па-

раметрів машини P та температури T; 

Δвип –  випадкові похибки; Δкор –  корек-

ційна поправка, отримана внаслідок ав-

томатичного коригування. 

2.1. Геометричні похибки 

Геометричні похибки Δг(Xіст,P) 

враховують недосконалість виготов-

лення і монтажу КВМ та описуються ба-

гаточленом третього порядку (2): 
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де, aijk,bijk,cijk –  коефіцієнти, які визнача-

ють вплив геометричних похибок. 

2.2. Кінематичні похибки 

Кінематичні похибки Δк(Xіст,P) 

описуються через сукупність гармоніч-

них і експоненційних функцій (3): 
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де, An,Bn,Cn,Dn,En,Fn – амплітуди; λn – ко-

ефіцієнти затухання; ωn – частоти. 

2.3. Температурні похибки 

Температурні похибки враховують 

анізотропність теплового розширення 

матеріалів (4): 
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де, αx,αy,αz –  коефіцієнти теплового роз-

ширення вздовж осей; βx,βy,βz –  взаємо-

залежні термічні коефіцієнти. 

2.4. Випадкові похибки 

Випадкові похибки описуються як 

гаусівський процес з просторово-скоре-

льованою структурою (5): 

 )0,( ( ),вип істN X    (5) 

де, 𝛴(𝑋іст) – коваріаційна матриця, яка 

залежить від просторового положення 

(6): 
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де, σx,σy,σz–  стандартні відхилення; l –  

параметр кореляції. 

2.5. Узагальнена модель 

Підставляючи всі складові, отри-

муємо розширену фінальну модель: 

.

( ) ( )

(

,

), ( ),

вим іст Г

к іст т іст вип кор

X R X T Xіст P

X P X T

= + +  +

 + + +
 (7) 

Ця модель дозволяє комплексно 

враховувати всі аспекти похибок та є ос-

новою для створення алгоритмів корек-

ції і підвищення точності вимірювань. 

3. Алгоритм корекції і підви-

щення точності вимірювань 

Розроблений алгоритм корекції по-

хибок базується на використанні розши-

реної математичної моделі вимірювань 

(7) показано на рис. 1. 

Розроблений алгоритм інтегруєть-

ся в програмне забезпечення КВМ для 

автоматичної корекції похибок у реаль-

ному часі. Це включає постійний моні-

торинг температури та швидкості руху. 

Ефективність алгоритму перевіряється 

шляхом оцінки середньоквадратичної 

похибки. 

Алгоритм дозволяє значно підви-

щити точність вимірювань, враховуючи 

комбінацію геометричних, температур-

них і кінематичних похибок, та забез-
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печує динамічну адаптацію до умов екс-

плуатації. 

Висновки 
Розроблена математична модель і 

алгоритм корекції похибок дозволили 

досягти значного підвищення точності 

вимірювань на координатно-вимірюва-

льних машинах. 

Модулювання підтвердили, що за-

пропонований алгоритм дозволяє змен-

шити інтегральну систематичну похибку 

на 10-20% залежно від умов експлуата-

ції. Розроблена математична модель ви-

мірювань враховує комплексний вплив 

геометричних, температурних і кінема-

тичних похибок, забезпечуючи точне 

моделювання систематичних похибок. 

Алгоритм корекції забезпечує автома-

тичне адаптування до зміни умов екс-

плуатації, таких як температурні коли-

вання та варіації швидкості руху. Інтег-

рація алгоритму в програмне забезпе-

чення КВМ дозволяє виконувати корек-

цію похибок у реальному часі, що є зна-

чним покращенням порівняно з тради-

ційними методами постобробки. 

Отримані результати можуть бути 

використані для оптимізації процесів ви-

мірювань у високоточному виробництві, 

зокрема в аерокосмічній, автомобільній і 

медичній промисловості. 

Подальші дослідження спрямовані 

на розширення моделі шляхом враху-

вання динамічних деформацій конструк-

ції КВМ, що дозволить підвищити точ-

ність вимірювань у складніших умовах 

експлуатації.

 

Рис. 1. алгоритм корекції похибок на КВМ 
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Безвесільна О.М. 

МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ВИМІРЮВАННЯ ДЕТАЛЕЙ НА КООРДИНАТНО-

ВИМІРЮВАЛЬНІЙ МАШИНІ 

У роботі розглядається математична модель процесу вимірювання деталей на ко-

ординатно-вимірювальній машині (КВМ). Основна увага приділяється аналізу джерел 

похибок, які виникають під час вимірювань, таких як геометричні, кінематичні, темпе-

ратурні та випадкові похибки. Запропонована модель дозволяє враховувати вплив цих 

похибок на результати вимірювань і підвищувати точність обробки даних. Мета дос-

лідження полягає у розробці методу оцінювання та корекції похибок, що базується на 

математичному моделюванні. Представлено алгоритм для автоматичного коригу-

вання результатів вимірювань, що забезпечує зменшення систематичних похибок. Ре-

зультати дослідження можуть бути застосовані для оптимізації роботи КВМ та під-

вищення точності вимірювання складних деталей у машинобудуванні. 

Ключові слова: координатно-вимірювальна машина; математична модель; похи-
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мірювання деталей. 

 

Bezvesilna O.M. 

MATHEMATICAL MODEL OF MEASURING DETAILS ON A COORDINATE 

MEASURING MACHINE  

The paper explores the significance of measurement accuracy in coordinate measuring 

machines (CMM), highlighting their role in modern quality control processes. Key sources of 

measurement errors, including geometric, thermal, kinematic, and random factors, are 
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analyzed. The study presents a novel approach for developing error correction algorithms 

aimed at enhancing measurement accuracy. The mathematical model developed considers the 

primary error sources and provides a structured framework for their correction. An algorithm 

for error correction is proposed, detailing the integration of systematic error adjustments into 

the measurement process. The algorithm is designed for real-time application, offering dynamic 

adaptability to varying operational conditions.  

The implementation of the proposed algorithm in CMM software demonstrates significant 

improvements in measurement precision. Results of modeling validate its effectiveness across 

diverse conditions. The paper concludes by emphasizing the scientific contribution of the pro-

posed methodology, which combines theoretical advancements with practical applications to 

enhance the accuracy of CMM measurements. 

Keywords: coordinate measuring machine; mathematical model; measurement errors; 

systematic errors; random errors; geometric errors; kinematic errors; temperature effects; au-

tomatic correction; measurement accuracy; mechanical engineering; optimization of measure-

ments; quality control; data processing; measurement of details.


