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Вступ 
У сучасному промисловому вироб-

ництві забезпечення точності вимірювань 

геометричних параметрів деталей є крити-

чно важливим завданням, яке безпосеред-

ньо впливає на якість кінцевої продукції та 

конкурентоспроможність підприємств. 

Координатно-вимірювальні машини 

(КВМ) стали невід'ємною частиною мет-

рологічного забезпечення виробництва, 

надаючи можливість виконувати високо-

точні вимірювання складних геометрич-

них форм [1, 2]. 

Однак, в реальних виробничих умо-

вах точність вимірювань на КВМ підда-

ється впливу численних дестабілізуючих 

факторів. До основних з них належать:  

• температурні деформації елеме-

нтів конструкції КВМ та вимірюваної де-

талі; 

• вібрації від промислового облад-

нання; 

• деформації від механічних на-

пружень; 

• зміни вологості та тиску повітря; 

• електромагнітні завади. 

Ці фактори створюють складну бага-

топараметричну систему впливів, яка при-

зводить до виникнення значних похибок 

вимірювань. За даними досліджень [3], 

вплив температурних деформацій може 

спричиняти похибки до 60-70% від загаль-

ної похибки вимірювання, особливо при 

контролі великогабаритних деталей. Віб-

раційні впливи можуть додавати ще  

15-20% до загальної похибки [4]. 

Мета 
Метою роботи є розробка теоретич-

них основ підвищення точності вимірю-

вань на КВМ шляхом створення 

узагальненої математичної моделі впливу 

дестабілізуючих факторів, розробки мето-

дики прогнозування сумарної похибки ви-

мірювань, формування теоретичних засад 

компенсації систематичних складових по-

хибки та створення алгоритму компенсації 

похибки на основі розробленої математич-

ної моделі. 

Основна частина 
Проблематика підвищення точності 

координатних вимірювань активно дослі-

джується науковцями по всьому світу. В 

роботі [5] Петренко А.В. запропонував ма-

тематичну модель температурних дефор-

мацій елементів КВМ, яка враховує нерів-

номірність температурного поля. Соколов 

М.К. [6] розробив теоретичні основи ком-

пенсації вібраційних впливів на основі ста-

тистичної обробки результатів вимірю-

вань. 

Значний внесок у розвиток теорії то-

чності координатних вимірювань внесли 

закордонні дослідники. Weckenmann A. та 

співавтори [7] систематизували основні 

джерела похибок КВМ та запропонували 

класифікацію методів їх компенсації. 

Schwenke H. [8] розробив теоретичні ос-

нови геометричної корекції похибок вимі-

рювальних машин. 

Проте, незважаючи на значну кіль-

кість досліджень, залишається невиріше-

ною проблема створення комплексної ма-

тематичної моделі, яка б враховувала взає-

мний вплив різних дестабілізуючих факто-

рів та дозволяла прогнозувати результу-

ючу похибку вимірювань. 

1. Математична модель впливу де-

стабілізуючих факторів 

1.1. Узагальнена математична мо-

дель похибок. Сумарна похибка 
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вимірювання описується тензорним полем 

четвертого рангу: 

( ) ( ) , , , * ,
ijklijkl mnpqx y z t dVd  =  ∮∮∮∮

 (41) 

де, Ψijkl – тензор чутливості системи, Γmnpq 

– тензор зовнішніх впливів, ω – частотний 

параметр, V – об'єм вимірювального прос-

тору. 

Компоненти тензора чутливості ви-

значаються через характеристичні функції 

(2): 

( ) ( ), , * , *ijkl mnpq mn pqx y z t   = 

 (42) 

де, λmnpq – власні значення, φmn – просто-

рові моди, θpq – часові моди. 

1.2. Нелінійна термодинамічна мо-

дель. Температурне поле описується сис-

темою нелінійних диференціальних рів-

нянь у частинних похідних: 

( ) )/ ,( ) (p rc T t v T k T T Q   +  =  +  +  (43) 

де, ρ – густина матеріалу, cp – теплоємність 

при постійному тиску, k(T) – нелінійна фу-

нкція теплопровідності, μΦ – дисипація 

механічної енергії, Qr – радіаційний тепло-

обмін. 

Тензор термопружних деформацій: 

( ) ( ) ( )0 0* ² * ,ijkl ijkl ijklmn ijklmnpqT T T T T T T   = − + − +  

 (44) 

де, αijkl(T) – температурно-залежний тензор 

теплового розширення, βijklmn – тензор не-

лінійних термопружних констант, γijklmnpq – 

тензор градієнтних термопружних ефек-

тів. 

1.3. Стохастична модель вібраційних 

полів. Динаміка системи описується сто-

хастичним диференціальним рівнянням: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

, ,

, , ,

dX A X t dt B X t dW t

C X t z Ñ dt dz

= +

+ 
 (45) 

де, X – вектор стану системи, W(t) – вінері-

вський процес, Ñ(dt,dz) – пуассонівська 

міра, A(X,t) – дрейфовий член, B(X,t) – ди-

фузійна матриця, C(X,t,z) – амплітуда 

стрибків. 

Спектральна щільність вібраційних 

коливань: 

 
( ) ( ) ( )

( )

, * , ',

* * ', ' ,

S H r G r r

H r drdr d

  

 

=   
 (46) 

де, H(r,ω) – передавальна функція в точці 

r, G(r,r',ω) – крос-спектральна щільність, 

H*(r',ω) – комплексно-спряжена передава-

льна функція. 

1.4. Тензорно-метрична модель ме-

ханічних напружень. Тензор напружень у 

криволінійній системі координат: 

( ) ( ), , * , *ijkl mnpq mn pqx y z t   =   (47) 

де, gij – контраваріантні компоненти мет-

ричного тензора, |g| – детермінант метрич-

ного тензора, λklmn – тензор пружних конс-

тант другого порядку, μklmnpq – тензор пру-

жних констант третього порядку. 

Рівняння руху в коваріантній формі: 

2 2( / ( / )( / )),kl mni ji ij kl j m nx t x t x t    + =  +    

 (48) 

де, 𝛤𝑖𝑘𝑙 – символи Крістоффеля другого 

роду, ∇i – коваріантна похідна 

1.5. Нелінійна фільтрація та оціню-

вання. Нелінійний фільтр на основі роз-

кладу Вольтерра-Вінера: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ˆ  ,  

, , ,

x t h y t d h y t y t d d

h y t y t y t d d d

        

        

=  − + − −

+    − − −

₁ ₂ ₁ ₂ ₁ ₁ ₂

₃ ₁ ₂ ₃ ₂ ₃ ₁ ₂ ₃

∬ ₂

₁

 (49) 

де, h₁, h₂, h₃ – ядра Вольтерра першого, дру-

гого та третього порядків, y(t) – вхідний 

сигнал 

Оптимізація параметрів фільтра здій-

снюється мінімізацією функціоналу: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ˆ ˆ  , ,  J E x t x t Q t x x dtd


   =   − −  (50) 

де,Q(t,τ) – ядро інтегрального оператора 

якості, E{·} – оператор математичного 

сподівання. 

2. Алгоритм застосування матема-

тичної моделі 

2. 1. Підготовчий етап.  

1) Формування векторів стану для 

кожного дестабілізуючого фактора: 
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[ ( , , , ), ( , , , )]

[ ( , , , ), ( , , , )]

[ ( , , , ), ( , , , )]

[ ( , , , ), ( , , , )]

[ ( , , , ), ( , ,

 

, )]

КВМ д

T

T

T

T

V

T

M

T

т

H

E

еS T x y z t T x y z t

S V x y z t A x y z t

S x y z t x y z t

S H x y z t P x y z t

S E x y z t B x y z t

 

=

=

=

=

=

 

2) Ініціалізація граничних умов для 

кожного поля 

2.2. Аналіз температурних деформа-

цій 

2.2.1. Розрахунок температурного 

поля КВМ для кожного елемента констру-

кції: 

1) Розв'язати рівняння теплопровід-

ності: 

( )/   ( ) ( ) ·   p rc T t v T k T T Q   +  =   +

2) Визначити градієнти температур: 

    / ,  / ,  /T T x T y T z =       . 

2.2.2. Розрахунок температурних де-

формацій для кожної точки деталі: 

1) Обчислити тензор термічних де-

формацій: 

 ( ) ( ) ( )0 0*   *  ²t ijkl ijklmnT T T T T  = − + − ; 

2) Визначити зміщення точок: 

 ( ) ( ), ' ' 't T tu K r r r dr=  . 

2.3. Обробка вібраційних впливів 

2.3.1. Аналіз вібрацій від обладнання 

для кожного джерела вібрацій: 

1) Розрахувати спектральну щіль-

ність: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) , , ', ',  'S H r G r r H r dr dr   =   

2) Визначити передавальні функції: 

 ( ) ( ) ( )  /W Y X  =  

2.3.2. Розрахунок впливу на вимірю-

вання для кожної вимірюваної точки: 

1) Обчислити амплітуду коливань: 

 ( ) ( ) ( ) ( )A t W S exp i t d   =   

2) Визначити похибку від вібрацій: 

 ( ) ( ) , ' ', 'v vK r r A r t dr =   

2.4. Аналіз механічних напружень 

2.4.1. Розрахунок поля напружень 

для кожного елемента системи: 

1) Обчислити тензор напружень: 

 * * *ij ijkl kl jklmn kl mnC Di   = +  

2) Визначити деформації: 

 ( )½ / /ij i j j iu x u x =   +    

2.4.2. Визначення впливу на точність 

для кожної точки вимірювання: 

1) Розрахувати зміщення: 

 ( ) ( ), ' ' 'mu G r r r dr=   

2) Обчислити похибку: 

   _ _m u m =  

2.5. Врахування змін вологості та ти-

ску для кожної точки простору. 

2.5.1. Аналіз зміни параметрів сере-

довища: 

1) Розв'язати рівняння дифузії: 

 /   ²   H HH t D H S  =  +  

2) Розрахувати зміну тиску: 

 /   ²   P PP t D P S  =  +  

2.5.2. Розрахунок впливу на вимірю-

вання для кожної вимірюваної точки: 

1) Визначити зміну розмірів: 

 ( )0 * *L L H H P P  =  +   

2) Обчислити похибку: 

 ( ) ( ), ' ' 'h
h

K r r L r dr =   

2.6. Аналіз електромагнітних завад 

2.6.1. Розрахунок електромагнітного 

поля для кожного джерела завад: 

1) Розв'язати рівняння Максвелла: 

 
  /

    /

E B t

H J D t

 = − 

 = +  
 

2) Визначити напруженості полів: 

 ( ) ( ), ,  ,E r t B r t  
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2.6.2. Визначення впливу на елект-

ронні компоненти для кожного електрон-

ного компонента: 

1) Розрахувати наведені струми: 

 ( )  /indI E E t dS = +  ∬  

2) Обчислити похибку: 

 *e e indK I =  

2.7. Інтеграція та корекція результа-

тів 

2.7.1. Формування сумарної похибки 

для кожної вимірюваної точки: 

 
sum t v m h e =  + + + +  

2.7.2. Корекція результатів вимірю-

вань для кожного вимірюваня: 

1) Застосувати компенсацію: 

 
corr measured sumM M= −  

2) Оцінити залишкову похибку: 

 res corr trueM M = −  

Для забезпечення максимальної ефе-

ктивності запропонованого алгоритму ва-

жливо дотримуватися комплексного під-

ходу до його реалізації. Це включає вста-

новлення оптимальної періодичності вимі-

рювань різних параметрів (від безперерв-

ного моніторингу для вібрацій та електро-

магнітних завад до інтервальних вимірю-

вань для температури та параметрів сере-

довища), правильне розміщення датчиків 

(з урахуванням необхідної кількості точок 

вимірювання для кожного типу парамет-

рів) та застосування відповідних методів 

обробки даних, таких як ковзне середнє та 

вейвлет-перетворення. Ефективність алго-

ритму оцінюється за кількісними (змен-

шення похибок, підвищення повторювано-

сті) та якісними (стабільність, надійність, 

адаптивність) показниками, при цьому не-

обхідно враховувати технічні, методичні 

та експлуатаційні обмеження системи.  

Висновки 
В даній статті розроблено теоретичні 

основи моделювання впливу дестабілізую-

чих факторів на точність вимірювань 

КВМ. Створено математичну модель про-

гнозування сумарної похибки вимірювань. 

Теоретично обґрунтовано методику ком-

пенсації систематичних складових похи-

бки.  

На основі розробленої математичної 

моделі запропоновано метод прогнозу-

вання сумарної похибки вимірювань з ура-

хуванням взаємного впливу дестабілізую-

чих факторів. Теоретично обґрунтовано 

можливість зменшення систематичної 

складової похибки шляхом введення коре-

гувальних коефіцієнтів. 

Подальші дослідження планується 

спрямувати на експериментальну переві-

рку розроблених теоретичних положень та 

створення на їх основі практичних мето-

дик підвищення точності вимірювань. 
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Коломієць Л.В. 

ПІДВИЩЕННЯ ТОЧНОСТІ ВИМІРЮВАНЬ НА КООРДИНАТНО- 

ВИМІРЮВАЛЬНІЙ МАШИНІ В УМОВАХ ДІЇ ДЕСТАБІЛІЗУЮЧИХ  

ФАКТОРІВ 

У статті розроблено теоретичні основи підвищення точності вимірювань на ко-

ординатно-вимірювальних машинах (КВМ) шляхом комплексного врахування впливу де-

стабілізуючих факторів. Запропоновано узагальнену математичну модель, яка базу-

ється на тензорних полях четвертого рангу та враховує взаємний вплив температурних 

деформацій, вібрацій, механічних напружень, змін вологості, тиску повітря та елект-

ромагнітних завад. Розроблено систему нелінійних інтегральних рівнянь для опису полів 

деформацій та алгоритм компенсації похибок на основі методів нелінійної фільтрації. 

Теоретично обґрунтовано можливість підвищення точності вимірювань шляхом засто-

сування розробленої моделі та алгоритму корекції результатів. Представлено мето-

дику практичного застосування запропонованого підходу для різних типів координатно-

вимірювальних машин та умов експлуатації. 

Ключові слова: координатно-вимірювальна машина; точність вимірювань; де-

стабілізуючі фактори; температурні деформації; вібрації; механічні напруження; во-

логість; тиск повітря; електромагнітні завади; математична модель; тензорні поля; 

нелінійна фільтрація; система управління. 

 

Kolomiets L.V. 

IMPROVING MEASUREMENT ACCURACY ON COORDINATE MEASURING  

MACHINES UNDER DESTABILIZING FACTORS 

The paper develops theoretical foundations for improving measurement accuracy on co-

ordinate measuring machines (CMM) through comprehensive consideration of destabilizing 

factors' influence. A generalized mathematical model based on fourth-rank tensor fields is pro-

posed, which takes into account the mutual influence of thermal deformations, vibrations, me-

chanical stresses, changes in humidity, air pressure, and electromagnetic interference. A sys-

tem of nonlinear integral equations for describing deformation fields and an error compensa-

tion algorithm based on nonlinear filtering methods have been developed. The possibility of 

improving measurement accuracy through the application of the developed model and results 

correction algorithm has been theoretically substantiated. A methodology for practical appli-

cation of the proposed approach for various types of coordinate measuring machines and op-

erating conditions is presented. 

Keywords: coordinate measuring machine; measurement accuracy; destabilizing fac-

tors; thermal deformations; vibrations; mechanical stresses; humidity; air pressure; electro-

magnetic interference; mathematical model; tensor fields; nonlinear filtering; control system. 


