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Теорія автоматичного управління 

об’єднує риси і ознаки фундаментальної і 

прикладної дисципліни (в техніці – більше 

прикладної) [1-3]. Саме прикладний хара-

ктер зумовлений суб’єктивністю вимог до 

рукотворних об’єктів, створених люди-

ною. У разі, коли йдеться про будову мате-

рії, часу і простору – об’єктів пізнання, що 

на сучасному (і на перспективу – майже 

назавжди) рівні за уявленнями є принци-

пово не керованими, йдеться про фундаме-

нтальні речі, до яких вдається наблизитись 

тільки розумінням. Суспільній практиці 

тут не місце (і не зараз). Про технології не 

йдеться, найвищим результатом є досяг-

нення розуміння (в межах можливості), і 

«ніколи» (історично – на коротку перспек-

тиву) не «впровадження». Ситуацію проя-

снює порівняння розвитку електродина-

міки від спостереження блискавки древ-

ньою людиною до винаходу електродви-

гуна. Сьогодні наш стан по суті первин-

ний. Ми не маємо надії побачити двигун, 

що спрямовує силу ваги у напрямку зада-

ного руху, або використовує квантову за-

плутаність для реалізації руху поза часо-

вих, дистанційних і координатних просто-

рових обмежень. 

Навіть порівняно просту задачу розу-

міння мови тварин за допомогою штуч-

ного інтелекту ми не ставимо. 

При побудові систем, наприклад і на-

самперед авіаційного призначення, суттє-

вим є уявлення про систему як лінійну чи 

нелінійну. Лінійна система із змінними па-

раметрами однозначно відповідає деякій 

нелінійній системі, відносно якої вимоги 

про вичерпний аналітичний аналіз ми не 

ставимо. При цьому ми впевнено уходимо 

від самої думки про аналітику, всіляко по-

кладаючись на комп’ютерний аналіз. При-

кладом є розгляд впливу запізнення скосу 

потоку від крила на стабілізатор, і врешті 

на продовжній момент по тангажу, що 

описується похідною за похідною від кута 

атаки від коефіцієнта поздовжнього обер-

тального моменту 𝑚𝑧
𝛼⃑⃑̇ . Це визначення 

спрощує обчислення, але формально супе-

речить визначенню моменту як зумовле-

ного саме затримкою на час руху потоку 

від крила до стабілізатора. Це програмно 

легко реалізується на моделі обертального 

руху. Операція затримки має принципово 

логічний характер, і не зводиться до непе-

рервних перетворень. Але система при 

цьому стає логіко-динамічною, тобто «гір-

шою» нелінійної. Розкладання функції за-

тримки в ряд із підвищенням розмірності 

збережує аналітичність. Далі слідує аналіз 

неперервної системи із змінними парамет-

рами.  

Ще один авіаційний приклад верто-

льота, несучий гвинт якого може розгляда-

тися як: – джерело постійної підйомної 

сили; – нелінійно залежної від фазових ко-

ординат, – лінійної функції, що входить в 

рівняння руху із змінним у часи (за обер-

тання) коефіцієнтом. 

Саме ці випадки ми обираємо пред-

метом нашої уваги. 

Система описується лінійним зви-

чайним диференційним рівнянням і є керо-

ваною 

𝑋 ̇ = 𝐴(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡) 

чи 

𝑋̇𝑇 = 𝑋𝑇(𝑡)𝐴𝑇(𝑡) + 𝑢𝑇(𝑡)𝐵𝑇, (1) 

де 𝑇 – символ транспонування; 𝑋 – фазо-

вий вектор розмірності 𝑛 ; 𝐴(𝑡)  – 𝑛 × 𝑛 

квадратна матриця, елементи якої зміню-

ються у часі; 𝐵(𝑡) – 𝑛 × 𝑚 прямокутна ма-

триця, теж змінна у часі; 𝑢(𝑡) – 𝑚  вектор 

управління. Крапкою, як зазвичай, 
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позначено операцію диференціювання по 

часу. Ми використаємо метод порівняння, 

згідно якому слід задати допоміжну функ-

цію порівняння, що є носієм інформації 

про зв’язок між координатами досліджува-

ної системи на керованих рухах. Також 

треба задати допоміжне диференційне рів-

няння, якому підпорядковується поведінка 

у часі функції порівняння. 

Допоміжну функцію порівняння за-

дамо у вигляді  

𝑉(𝑡) = 𝑋𝑇(𝑡)𝑄𝑋(𝑡) + 𝑋̇𝑇(𝑡)𝑃𝑋̇(𝑡), (2) 

де 𝑄 і 𝑃 – 𝑛 × 𝑛 додатньо визначені квад-

ратні матриці, можливо із постійними еле-

ментами. Систему порівняння задамо у ви-

гляді: 

𝑉̇(𝑡) + 𝑐𝑉(𝑡) = 0,  (3) 

де с – заданий додатній показник експоне-

нціального затухання функції порівняння. 

Визначення (2) і (3) визначають весь об’єм 

подальших дій. 

Підставимо (1) і (2) в (3). 

𝑋̇𝑇(𝑡)𝑄𝑋(𝑡) + 𝑋𝑇(𝑡)𝑄𝑋̇𝑇(𝑡) + 

+ 𝑋̈𝑇(𝑡)𝑃𝑋̇(𝑡) + 𝑋̇𝑇(𝑡)𝑃𝑋̈(𝑡) + 

+ 𝑐 (𝑋𝑇(𝑡)𝑄𝑋(𝑡) + 𝑋̇𝑇(𝑡)𝑃𝑋̇(𝑡)) = 0.  (4) 

При подальшому виводі одержимо 

одне диференційне рівняння із одною век-

торною невідомою змінною – управлін-

ням. Рівняння одне, а складових у векторі 

управління 𝑚. Тому для довизначення за-

дачі потрібні додаткові кроки. У нас по-

винно бути декілька рівнянь, число яких 

дорівнює  кількості компонент у векторі 

управління. Ми виконаємо цю вимогу од-

ним із двох шляхів. Перший – будемо 

включати рівняння для управління в керо-

ваній системі (1) по черзі, і окремо послі-

довно знайдемо всі управління. Другий – 

задамо декілька допоміжних відмінних 

функцій і декілька (теж, можливо, відмін-

них) систем порівняння. І в цьому разі оде-

ржуємо визначену систему рівнянь для уп-

равління. 

В (4) похідні від фазового вектора 

визначимо в силу (1). 

[𝑋𝑇(𝑡)𝐴𝑇(𝑡) + 𝑢𝑇(𝑡)𝐵𝑇(𝑡)]𝑄𝑋(𝑡) + 

+𝑋𝑇(𝑡)𝑄[𝐴(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡)] + 

+[𝑋𝑇(𝑡)𝐴̇𝑇(𝑡) + (𝑋𝑇(𝑡)𝐴𝑇(𝑡)

+ 𝑢𝑇(𝑡)𝐵𝑇(𝑡))𝐴𝑇(𝑡)

+ 𝑢𝑇(𝑡)𝐵̇𝑇(𝑡)

+ 𝑢̇𝑇(𝑡)𝐵𝑇(𝑡)]  × 

× 𝑃[𝐴(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡)] + 

+[𝑋𝑇(𝑡)𝐴𝑇(𝑡) + 𝑢𝑇(𝑡)𝐵𝑇(𝑡)]𝑃 × 

× [𝐴̇(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝐴(𝑡)(𝐴(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡))

+ 𝐵̇(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢̇(𝑡)] + 

+𝑐 (𝑋𝑇(𝑡)𝑄𝑋(𝑡) + 𝑋̇𝑇(𝑡)𝑃𝑋̇(𝑡)) = 0. (5) 

В (5) виконаємо множення: 

𝑋𝑇𝐴𝑇𝑄𝑋 + 𝐴𝑇𝐵𝑇𝑄𝑋 + 𝑋𝑇𝑄𝐴𝑋 + 𝑋𝑇𝑄𝐵𝑈 + 

+(𝑋𝑇𝐴̇𝑇 + 𝑋𝑇𝐴𝑇𝐴𝑇 + 𝑈𝑇𝐵𝑇𝐴𝑇 + 𝑈𝑇𝐵̇𝑇

+ 𝑈̇𝑇𝐵𝑇) ∙ 

∙ (𝑃𝐴𝑋 + 𝑃𝐵𝑈) + 

(𝑋𝑇𝐴𝑇𝐵 + 𝑈𝑇𝐵𝑇𝐵) ∙ 

∙ (𝐴̇𝑋 + 𝐴𝐴𝑋 + 𝐴𝐵𝑈 + 𝐵̇𝑈 + 𝐵𝑈̇) + 

+𝑐(𝑋𝑇𝑄𝑋 + 𝑋̇𝑇𝑃𝑋̇) = 0. (6) 

Останню формулу перепишемо: 

𝑋𝑇𝐴𝑇𝑄𝑋 + 𝐴𝑇𝐵𝑇𝑄𝑋 + 

+ 𝑋𝑇𝑄𝐴𝑋 + 𝑋𝑇𝑄𝐵𝑈 + 

+(𝑋𝑇𝐴̇𝑇 + 𝑋𝑇𝐴𝑇𝐴𝑇 + 𝑈𝑇𝐵𝑇𝐴𝑇 + 𝑈𝑇𝐵̇𝑇

+ 𝑈̇𝑇𝐵𝑇)  ∙ 

∙ (𝑃𝐴𝑋 + 𝑃𝐵𝑈) + 

(𝑋𝑇𝐴𝑇𝐵 + 𝑈𝑇𝐵𝑇𝐵) ∙ 

∙ (𝐴̇𝑋 + 𝐴𝐴𝑋 + 𝐴𝐵𝑈 + 𝐵̇𝑈 + 𝐵𝑈̇) + 

+𝑐(𝑋𝑇𝑄𝑋 + (𝑋𝑇𝐴𝑇 + 𝑈𝑇𝐵𝑇)𝑃(𝐴𝑋 +
𝐵𝑈)) = 0.  (7) 

Продовжимо перетворення: 

𝑋𝑇𝑄𝐵𝑈 + 

+(𝑋𝑇𝐴̇𝑇 + 𝑋𝑇𝐴𝑇𝐴𝑇 + 𝑈𝑇𝐵𝑇𝐴𝑇 + 𝑈𝑇𝐵̇𝑇

+ 𝑈̇𝑇𝐵𝑇) ∙ 

∙ (𝑃𝐴𝑋 + 𝑃𝐵𝑈) + 

+(𝑋𝑇𝐴𝑇𝐵 + 𝑈𝑇𝐵𝑇𝐵) ∙ 
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∙ (𝐴̇𝑋 + 𝐴𝐴𝑋𝑋𝑇𝐴𝑇𝑄𝑋 + 𝐴𝑇𝐵𝑇𝑄𝑋

+ 𝑋𝑇𝑄𝐴𝑋 + +𝐴𝐵𝑈 + 𝐵̇𝑈

+ 𝐵𝑈̇) + 

+с(𝑋𝑇𝑄𝑋+𝑋𝑇𝐴𝑇𝑃𝐴𝑋 +
𝑈𝑇𝐵𝑇𝑃𝐴𝑋+𝑋𝑇𝐴𝑇𝑃𝐵𝑈 + 𝑈𝑇𝐵𝑇𝑃𝐵𝑈) = 0. (8) 

Одержали диференційне рівняння (8) 

для вектора управління. Друга і третя 

строки є взаємно транспонованими і є ска-

лярами. Тому можливо спрощення запису 

рівняння в двох еквівалентних варіантах: 

перший – напівсумма першої і четвертої 

строк в суммі із другою строкою дорівнює 

нулю; другий – напівсумма першої і четве-

ртої строк в суммі із третьою строкою до-

рівнює нулю. 

Перший варіант: 

1

2
[𝑋𝑇𝐴𝑇𝑄𝑋 + 𝐴𝑇𝐵𝑇𝑄𝑋 + 𝑋𝑇𝑄𝐴𝑋

+ 𝑋𝑇𝑄𝐵𝑈
+ с(𝑋𝑇𝑄𝑋+𝑋𝑇𝐴𝑇𝑃𝐴𝑋
+ 𝑈𝑇𝐵𝑇𝑃𝐴𝑋+𝑋𝑇𝐴𝑇𝑃𝐵𝑈
+ 𝑈𝑇𝐵𝑇𝑃𝐵𝑈)] + 

+(𝑋𝑇𝐴̇𝑇 + 𝑋𝑇𝐴𝑇𝐴𝑇 + 𝑈𝑇𝐵𝑇𝐴𝑇 + 𝑈𝑇𝐵̇𝑇

+ 𝑈̇𝑇𝐵𝑇) ∙ 

∙ (𝑃𝐴𝑋 + 𝑃𝐵𝑈)=0. (9) 

Другий варіант: 

1

2
[𝑋𝑇𝐴𝑇𝑄𝑋 + 𝐴𝑇𝐵𝑇𝑄𝑋 + 𝑋𝑇𝑄𝐴𝑋

+ 𝑋𝑇𝑄𝐵𝑈
+ с(𝑋𝑇𝑄𝑋+𝑋𝑇𝐴𝑇𝑃𝐴𝑋
+ 𝑈𝑇𝐵𝑇𝑃𝐴𝑋+𝑋𝑇𝐴𝑇𝑃𝐵𝑈
+ 𝑈𝑇𝐵𝑇𝑃𝐵𝑈)] + 

+(𝑋𝑇𝐴𝑇𝐵 + 𝑈𝑇𝐵𝑇𝐵) ∙ 

∙ (𝐴̇𝑋 + 𝐴𝐴𝑋 + 𝐴𝐵𝑈 + 𝐵̇𝑈 + 𝐵𝑈̇) = 0. (10) 

На початку динамічного процесу час 

дорівнює нулю. Розв’язуємо рівняння (9) 

чи (10) відносно швидкості зміни управ-

ління, наприклад випадковим способом. 

Робимо крок інтегрування і рухаємось по 

траєкторії, повторюючи обчислення. Для 

пришвидчення використовуємо дані попе-

редніх кроків. 

Пеша похідна від фазового вектора 

задається вихідною системою (1). друга 

похідна визначається як похідна від пер-

шої похідної вихначеної в силу вихідної 

систем. 

𝑋̈(𝑡) = 𝐴̇(𝑡)𝑋(𝑡) + 

+𝐴(𝑡)𝑋̇(𝑡) + 

+𝐵̇(𝑡)𝑢(𝑡) + 

+𝐵(𝑡)𝑢̇(𝑡), 

𝑋̈(𝑡) = 𝐴̇(𝑡)𝑋(𝑡) + 

+𝐴(𝑡)(𝐴(𝑡)𝑋(𝑡) + +𝐵(𝑡)𝑢(𝑡)) + 

+𝐵̇(𝑡)𝑢(𝑡) + 

+𝐵(𝑡)𝑢̇(𝑡). 

Транспонований вираз має вигляд 

𝑋̈𝑇(𝑡) = 𝑋𝑇(𝑡)𝐴̇𝑇(𝑡) + 

+(𝑋𝑇(𝑡)𝐴𝑇(𝑡) + 𝑢𝑇(𝑡)𝐵𝑇(𝑡))𝐴𝑇(𝑡) + 

+𝑢𝑇(𝑡)𝐵̇𝑇(𝑡) + 

+𝑢̇𝑇(𝑡)𝐵𝑇(𝑡). 

В стаціонарному режимі (за відсут-

ності відхилень) управління дорівнює 

нулю. Рахунок можна починати при ну-

льовому управлінні. 

Викладений алгоритм легко програ-

мується. 
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СТАБІЛІЗАЦІЯ ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ ІЗ ЗМІННИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

Запропоновано алгоритм обчислення стабілізуючих управлінь для лінійних систем 

із змінними параметрами. Вихідна система записується в загальному векторному ви-

гляді. Для неї задається система порівняння і функція порівняння. Функція порівняння 

містить суму двох квадратичних форм – квадратичної форми для фазових координат і 

квадратичної форми для похідних від фазових координат. Система порівняння конст-

руюється як диференційне рівняння, що забезпечує експоненційне загасання функції по-

рівняння. Елементарними обчисленнями одержується диференціальне рівняння для об-

числення у часі управління. Алгоритм може використовуватись для обчислень в реаль-

ному часі і режимі попереднього синтезу системи автоматичної стабілізації. Алго-

ритм легко програмується. 

Ключові слова: система із змінними параметрами, стабілізація, метод порів-

няння. 

 

Antonov V.K. 

STABILIZATION OF LINEAR SYSTEMS WITH VARIABLE PARAMETERS 

An algorithm for calculating stabilizing controls for linear systems with variable 

parameters is proposed. The output system is written in general vector form. A comparison 

system and a comparison function are set for it. The comparison function contains the sum of 

two quadratic forms – the quadratic form for the phase coordinates and the quadratic form for 

the derivatives of the phase coordinates. The comparison system is constructed as a differential 

equation that provides exponential decay of the comparison function. Elementary calculations 

yield a differential equation for calculation in control time. The algorithm can be used for 

calculations in real time and in the mode of preliminary synthesis of the automatic stabilization 

system. The algorithm is easy to program. 
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