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Введение 
Классическая теория систем управ-

ления запасами базируется на нескольких 

основных допущениях [1]. Одно из них со-

стоит в том, что не учитывается возможно-

сти образования очереди заявок, в том 

числе пребывания заявок в орбите. В слу-

чаях, когда возникает необходимость 

учета образования очереди (или формиро-

вания источника повторных заявок) сле-

дует рассматривать гибрид моделей си-

стем массового обслуживания и систем 

управления запасами. Такие системы по-

лучили название систем обслуживания-за-

пасания (Queuing-Inventory Systems, QIS) 

[2]. 

Основы теории QIS заложены в рабо-

тах [3,4] и она в последние три десятиле-

тия широко изучаются различными авто-

рами. Состояние теории QIS описано в ра-

боте [5]. 

Важным подклассом QIS являются 

системы с портящимися запасами, в кото-

рых предполагается, что запасы портятся с 

течением времени (детерминированного 

или случайного), например, системы снаб-

жения лекарственными препаратами, хи-

мические предприятия, системы обеспече-

ния пищевыми продуктами и т.д. В таких 

системах уровень запасов уменьшается не 

только после их отпуска потребителям, 

этот уровень уменьшается также в резуль-

тате их порчи с течением времени. Подоб-

ные модели широко изучены в доступной 

литературе [6,7]. Однако в доступной ли-

тературе не изучены модели QIS, в кото-

рой учитывается возможности мгновен-

ного уничтожения запасов из-за внезап-

ных событий. Такие ситуации возможны, 

например, в результате небрежного отно-

шения сотрудников склада к своей работе, 

технических аварий и т.д. Работа посвя-

щена изучению именно таких моделей 

QIS, при этом здесь мгновенные порчи за-

пасов учитываются с помощью введения 

потока разрушающих заявок (destructive 

customers, d-заявки). В отличие от обыч-

ных расходующих заявок (consumer 

customers, c-заявки), d-заявки не требуют 

обслуживания (запасы), а их поступление 

приводит к мгновенному уменьшению 

уровня запасов. 

Данная статья мотивирована работой 

[8], где изучена подобная модель QIS с 

портящимися запасами, в которой не учи-

тывается наличие d-заявок, а также в ней 

не рассмотрен эффект обратной связи. 

Здесь предложена обобщение указанной 

модели. 

Описание модели и поста-
новка задачи 

Структурная схема изучаемой си-

стемы показана на рисунке. Изучается QIS 

с мгновенным обслуживанием расходую-

щих заявок, которая имеет склад с макси-

мальной вместимостью 𝑆. Приняты следу-

ющие допущения: 

• входящий поток расходующих за-

явок (c-заявок) является пуассоновским с 

параметром 𝜆, и для простоты изложения 

принимается, что каждая c-заявка требует 

запас единичного размера;  

• если в момент поступления c-за-

явки уровень запасов равен нулю, то она 

согласно схеме Бернулли либо с вероятно-

стью 𝛼 покидает систему либо с дополни-

тельной вероятностью 1 − 𝛼 уходит в ор-

биту для повторения своего запроса; 
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• если в момент поступления c-за-

явки уровень запасов является положи-

тельным, то она мгновенно получает запас 

и согласно схеме Бернулли либо с вероят-

ностью 𝛽 покидает систему либо с допол-

нительной вероятностью 1 − 𝛽  уходит в 

орбиту для повторения своего запроса 

(этот эффект в QIS называется обратная 

связь); 

• только одна заявка с орбиты мо-

жет повторить запрос для получения за-

паса, при этом время между этими запро-

сами имеет показательную ф.р. с парамет-

ром 𝜂. 

• если в момент поступления по-

вторной заявки (r-заявки) уровень запасов 

равно нулю, то она согласно схеме Бер-

нулли либо с вероятностью 𝛾 покидает ор-

биту либо с дополнительной вероятностью 

1 − 𝛾  остается в орбите для повторения 

своего запроса; 

• поток разрушающих заявок (d-за-

явок) является пуассоновским с парамет-

ром 𝜅, и в момент поступления такой за-

явки уровень запасов мгновенно уменьша-

ется на единицу, а если в этот момент уро-

вень запасов равно нулю, то эта заявка не 

влияет на работу системы; 

• в системе принята (𝑠, 𝑆) политика 

пополнения запасов, т.е. если уровень за-

пасов опускается до величины 𝑠, 𝑠 <
(𝑆 2⁄ ), то делается заказ на вышестоящий 

склад для пополнения запасов системы, 

при в момент выполнения заказа уровень 

запасов достигается до предельного значе-

ния 𝑆. 

• время выполнения заказа является 

случайной величиной, имеющей показа-

тельную ф.р. с параметром 𝑣−1.

 

Рис. Структурная схема изучаемой системы 

Задача заключается в нахождении 

характеристик данной системы: средний 

уровень запасов; средний размер заказов; 

среднее число r-заявок в орбите; средняя 

интенсивность заказов; средняя интенсив-

ность уничтожения запасов системы; веро-

ятность потери с-заявок; вероятность по-

тери r-заявок.  

 

Матрично-геометрический 
метод 

Работа изучаемой QIS описывается 

двумерной цепью Маркова (Two Dimen-

sional Markov chain, 2-D MC). Состояния 

этой цепи задаются двумерными вектора 

(𝑛, 𝑚), где компонента 𝑛 указываеет число 

r-заявок в орбите, 𝑛 = 0,1, . .., а компонента 

𝑚  определяет уровень запасов, 𝑚 =
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0,1, . . . , 𝑆. Пространство состояний данной 

2D MC определяется так: 

( ) ,
0




=

=
n

nLE      (1) 

где 𝐿(𝑛) = {(𝑛, 0), (𝑛, 1), . . . , (𝑛, 𝑆)} , 

...,2,1,0=n . 

Пусть 𝑞((𝑛1, 𝑚1), (𝑛2, 𝑚2))  обозна-

чают элементы генератора изучаемой 2D 

MC, т.е. эти величины определяют интен-

сивностей переходов из состояния 

(𝑛1, 𝑚1) ∈ 𝐸 в состояние (𝑛2, 𝑚2) ∈ 𝐸. Ис-

ходя из описанного выше допущений от-

носительно работы системы, заключаем, 

что эти положительные значения указан-

ных величин вычисляются из следующих 

соотношений: 
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Перенумеровав состояния из (1) лек-

сикографическим порядком, получаем, 

что эта 2D MC представляет собой квази-

процесс размножения и гибели со следую-

щим генератором: 

Блочные матрицы в (3) являются 

квадратными размерности 𝑆 + 1 и из соот-

ношений (2) заключаем, что элементы мат-

риц 𝐵 = ‖𝑏𝑖𝑗‖  и 𝐴𝑘 = ‖𝑎𝑖𝑗
(𝑘)

‖, 𝑖, 𝑗 =

0,1, . . . , 𝑆, определяются так:
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Стационарное распределение, соот-

ветствующее генератору 𝐴 = 𝐴0 + 𝐴1 +
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𝐴2  обозначается через 𝜋 =

(𝜋(0), 𝜋(1), . . . , 𝜋(𝑆)) . Другими словами, 

имеем следующую систему уравнений 

равновесия (СУР):  

𝜋𝐴 = 0, 𝜋𝑒 = 1,     (8) 

где 0 обозначает нулевой вектор-строку 

размерности S+1 и e указывает вектор-

столбец размерности S+1, в который все 

компоненты равны 1.  

Из соотношений (5)-(7) заключаем, 

что элементы генератора 𝐴 = ‖𝑎𝑖𝑗‖, 𝑖, 𝑗 =

0,1, . . . , 𝑆, определяются таким образом: 
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Утверждение. Система является эргодичной тогда и только тогда, когда выпол-

няется следующее условие: 

( )( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( ) .01110110  −−−−+−       (10) 

Доказательство. Из соотношений (9) заключаем, сто СУР (8) имеет следующий 

вид: 
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(𝜆 + 𝜅 + 𝜂)𝜋(𝑚) = (𝜆 + 𝜅 + 𝜂)𝜋(𝑚 + 1)𝜒(𝑠 + 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑆 − 1) + 

+𝜈 ∑ 𝜋(𝑚)𝑠
𝑚=0 𝛿𝑚,𝑆 ,  𝑠 + 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑆 .      (12) 

здесь 𝛿𝑥,𝑦 – символы Кронеккера и 𝜒(𝐴) – индикаторная функция события A. 

Из (11) и (12) все вероятности 𝜋(𝑚), 𝑚 = 1, . . . , 𝑆, выражаются через 𝜋(0)следую-

щим образом: 
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где вероятность 𝜋(0)  определяется из условия нормировки, т.е. 𝜋(0) +

𝜋(1)+. . . 𝜋(𝑆) = 1 . Иными словами,  
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Согласно [9] изучаемый квази-про-

цесс размножения и гибели является эрго-

дичной тогда и только тогда, когда выпол-

няется следующее условие: 

𝜋𝐴0𝑒 < 𝜋𝐴2𝑒    (14) 

С учетом (5), (7) и (13) после опреде-

ленных преобразований из (14) получаем, 

что соотношение (10) является верное. 

Замечание 1. Условие эргодичности 

(10) имеет вероятностный смысл. Дей-

ствительно, левая часть неравенства (10) 
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представляет собой взвешенную общую 

интенсивность поступления в орбиту пер-

вичных заявок (при условии отсутствия за-

пасов) и заявок, которые поступают в ре-

зультате обратной связи (при наличии за-

пасов), а правая часть (10) определяет 

взвешенную интенсивность поступления 

заявок с орбиты (когда уровень запасов 

больше нуля). Следовательно, соотноше-

ние (10) означает следующее: взвешенная 

общая интенсивность заявок на орбиту 

должна быть меньше, чем взвешенная ин-

тенсивность повторных заявок, поступаю-

щих с орбиты. Условие (10) может быть за-

менено грубым, но в то же время легко 

проверяемым условием 𝜆 𝑚𝑎𝑥(1 − 𝛼, 1 −
𝛽) < 𝜂 . 

Замечание 2. При 𝛽 = 1 (т.е. при от-

сутствии эффекта обратной связи) найден-

ное здесь условие эргодичности (10) пол-

ностью совпадает с условием, полученное 

в работе [8] при допущении о том, что ин-

тенсивности порчи запасов не зависит от 

их уровня.  

Стационарное распределение веро-

ятностей, соответствующее генератору 𝐺 

обозначим через 𝑝 = (𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, . . . ) , где 

𝑝𝑛 = (𝑝(𝑛, 0), 𝑝(𝑛, 1), . . . , 𝑝(𝑛, 𝑆)), 𝑛 =

0,1, . . .. При выполнении условие эргодич-

ности (10) искомые вероятности состоя-

ний вычисляются из следующих уравне-

ний: 

𝑝𝑛 = 𝑝0𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 1,   (15) 

где R является минимальное неотрица-

тельное решение следующей матрично-

квадратичное уравнение: 

𝑅2𝐴2 + 𝑅𝐴1 + 𝐴0 = 0. 

Граничные вероятности 𝑝0  нахо-

дятся из следующих систем уравнений с 

нормирующим условием: 

𝑝0(𝐵 + 𝑅𝐴2) = 0. 
𝑝0(𝐼 − 𝑅)−1𝑒 = 1 ,  (16) 

где I является единичная матрица размер-

ности 𝑆 + 1.  

Характеристики системы 
После вычисления стационарных ве-

роятностей состояний построенной 2D MC 

с помощью системы уравнений (15), (16) 

удается вычислить основные характери-

стики системы.  

• Средний уровень запасов (𝑆𝑎𝑣): 
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• Среднее число r-заявок в орбите 
(𝐿𝑜): 
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• Средняя интенсивность заказов 
(𝑅𝑅): 
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• Средняя интенсивность уничто-

жения запасов системы(𝑅𝐷𝐶): 

( ) ;0,1
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• Вероятность потери с-заявок (𝑃𝑝): 

( ) ( ) .0,1
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n
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• Вероятность потери r-заявок (𝑃𝑟): 

( ) .0,
1




=

=
n

rr npHP    (23) 

Используя современные пакеты при-

кладных программ для решения матрич-

ных уравнений (15),(16) удается вычис-

лить характеристики (17)-(23), и таким об-

разом, реализуется численное решение по-

ставленной задачи. В последующих рабо-

тах планируется анализ проведенных чис-

ленных экспериментов. 

Выводы 
Предложена марковская модель си-

стемы обслуживания-запасания с мгно-

венным обслуживанием, обратной связью 

и повторными заявками. Если уровень за-

пасов равен нулю, то поступившие из вне 

расходующие заявки могут либо уходить 

из системы, либо присоединиться в орбиту 

для повторения их запроса в будущем. 

Аналогичным образом расходующие за-

явки после получения запаса могут либо 

уходить из системы, либо они становятся 

заявками обратной связи и присоеди-

ниться в орбиту для повторения их запроса 
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в будущем. Интенсивность заявок с ор-

биты не зависит от числа повторных за-

явок в орбите и имеет постоянное значе-

ние. Заявки с орбиты получают запасы 

мгновенно при их наличии, иначе эти за-

явки либо окончательно покидают орбиту, 

либо остаются там для повторения своих 

запросов в будущем. В системе суще-

ствует еще и пуассоновский поток разру-

шающих заявок, которые не требуют об-

служивания, но в моменты их поступления 

уровень запасов мгновенно уменьшается 

на единицу, а если в этот момент уровень 

запасов равно нулю, то эти заявки не вли-

яют на работу системы. В системе принята 

политика пополнения запасов, согласно 

которой после выполнения заказа склад 

системы заполняется полностью. 

Показано, что математической моде-

лью исследуемой системы обслуживания-

запасания является некоторая двумерная 

цепь Маркова с бесконечным простран-

ством состояний. Получено условие эрго-

дичности построенной цепи Маркова и 

предложен матрично-геометрический ме-

тод для вычисления ее стационарных веро-

ятностей состояний. На основе стационар-

ных вероятностей состояний найдены 

формулы для определения основных ха-

рактеристик системы. 
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Алиева С.Г. 

МАТРИЧНО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ МЕТОД ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ СИСТЕМЫ 

ОБСЛУЖИВАНИЯ-ЗАПАСАНИЯ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ И 

РАЗРУШАЮЩИМИ ЗАЯВКАМИ 

В данной работе предложена марковская модель системы обслуживания-запаса-

ния с мгновенным обслуживанием, обратной связью, первичными и повторными расхо-

дующими заявками различных типов и разрушающими заявками. Первичные заявки фор-

мируют пуассоновский поток и при наличии запасов они мгновенно получают запасы. 

Если в момент поступления первичной заявки уровень запасов равен нулю, то эта заявка 

согласно схеме Бернулли либо покидает систему, либо уходит в бесконечный буфер для 
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повторения своего запроса в будущем. Интенсивность повторных заявок является по-

стоянной величиной и если в момент поступления повторной заявки уровень запасов ра-

вен нулю, то эта заявка согласно схеме Бернулли либо покидает орбиту, либо остается 

в орбите для повторения своего запроса в будущем. Разрушающие заявки также фор-

мируют пуассоновский поток, однако в отличие от расходующих заявок они не тре-

буют обслуживания, так как в момент поступления такой заявки уровень запасов мгно-

венно уменьшается на единицу. В системе принята политика пополнения запасов, со-

гласно которой в момент поступления склад системы заполняется полностью. Время 

выполнения заказа является случайная величина, которая имеет показательное распре-

деление. Показано, что математической моделью изучаемой системы является неко-

торая двумерная цепь Маркова с бесконечным пространством состояний. Разработан 

алгоритм для вычисления элементов производящей матрицы построенной цепи и 

найдено условие эргодичности данной цепи. Для вычисления стационарных вероятно-

стей состояний используется матрично-геометрический метод. Найдены формулы для 

вычисления основных характеристик системы.  

Ключевые слова: система обслуживания-запасания, обратная связь, расходующие 

заявки, повторные заявки, разрушающие заявки, матрично-геометрический метод. 

 

Aliyeva S.H. 

MATRIX-GEOMETRIC METHOD TO STUDY QUEUEING-INVENTORY SYSTEM 

WITH FEEDBACK AND DESTRUCTIVE CUSTOMERS 

In this paper, we propose a Markov model of a queueing-inventory system with instant 

service, feedback, primary and repeated spending customers of various types, and destructive 

customers. Primary orders form a Poisson flow and, if stocks are available, they instantly re-

ceive stocks. If at the moment of receipt of the initial request the stock level is equal to zero, 

then this request, according to the Bernoulli scheme, either leaves the system or goes into an 

infinite buffer to repeat its request in the future. The intensity of repeated requests is constant, 

and if at the moment of receipt of a repeated request the level of reserves is zero, then this 

request, according to the Bernoulli scheme, either leaves orbit or remains in orbit to repeat its 

request in the future. Destructive customers also form a Poisson flow, however, unlike spending 

customers, they do not require servicing, since at the moment such a customer arrives, the 

inventory level instantly decreases by one. The system has adopted a replenishment policy, ac-

cording to which, at the time of receipt, the system's warehouse is completely filled. Lead time 

is a random variable that has an exponential distribution. It is shown that the mathematical 

model of the system under study is a two-dimensional Markov chain with an infinite state space. 

An algorithm for calculating the elements of the generating matrix of the constructed chain has 

been developed and the ergodicity condition for this chain has been found. To calculate the 

stationary probabilities of states, a matrix-geometric method is used. Formulas are found for 

calculating the main characteristics of the system. 

Keywords: queueing-inventory system, feedback, spending customers, repeated custom-

ers, destructive customers, matrix-geometric method. 

 


