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Введение 
Анализ работ, посвященных изуче-

нию систем управления запасами (СУЗ), 

показал, что в них, в основном, рассматри-

ваются модели систем с идентичными за-

явками, а модели систем с разнотипными 

заявками недостаточно изучены [1,2]. 

Вместе с тем, в реальных СУЗ зачастую 

поступающие заявки существенным обра-

зом отличаются друг от друга. Так, напри-

мер, заявки отличаются по объему покупа-

емого запаса, по важности, по времени об-

служивания и т.д. Поэтому возникает 

необходимость изучения моделей СУЗ с 

разнотипными заявками. В работах [3-5] 

предложены модели СУЗ с положитель-

ным временем обслуживания заявок. Од-

нако модели СУЗ с разнотипными заяв-

ками и мгновенным обслуживанием мало 

изучены. Вместе с тем, такие системы ча-

сто встречаются в реальной жизни, напри-

мер, системы с самообслуживанием явля-

ются классическими примерами подобных 

систем, так как в таких СУЗ для обслужи-

вания поступающих заявок не выделяются 

специальные сервера, и потому с точки 

зрения администратора СУЗ их время об-

служивания можно считать равным нулю. 

Подобные модели были изучены в 

работах [6,7], при этом в них считается, 

что в системе используются нерандомизи-

рованные политики пополнения запасов 

(ППЗ), т.е. предполагается, что объемы за-

казов являются либо постоянными, либо 

переменными, но не случайными, величи-

нами. Настоящая работа является продол-

жением исследований, начатых в работах 

[6,7], в которой изучается модель СУЗ с 

разнотипными заявками, мгновенным об-

служиванием и рандомизированной ППЗ. 

Описание системы и поста-
новка задачи 

На вход системы поступают простей-

шие потоки заявок двух типов: бесприори-

тетные (обычные) заявки (поток заявок 

первого типа) и приоритетные (важные) 

заявки (поток заявок второго типа). Интен-

сивность обычных заявок равна 𝜆1, а ин-

тенсивность важных заявок равна 𝜆2. Зая-

вки обслуживаются мгновенно, иными 

словами, время их обслуживания равно 

нулю. 

Система содержит склад максималь-

ного размера 𝑆, 𝑆 < ∞ . Заявки являются 

идентичными в смысле объема потребуе-

мого запаса, т.е. каждая заявка требует за-

пас единичного размера. 

Для организации приоритетного об-

служивания вводится определенное поро-

говое значение для уровня запасов. Если в 

момент поступления приоритетной заявки 

уровень запасов больше нуля, то она полу-

чает запас и покидают систему. Бесприо-

ритетные заявки получают запас лишь то-

гда, когда в момент их поступления уро-

вень запасов больше определенного поро-

гового уровня 𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑆 − 1, а если уро-

вень запасов системы в этот момент 

меньше или равен 𝑠 , то эти заявки со-

гласно схеме Бернулли либо с вероятно-

стью 𝛼  получают запас либо с вероятно-

стью 1 − 𝛼 уходят из системы не получив 

запас.  

В системе принята рандомизирован-

ная ППЗ, которая определяется следую-

щим образом. Обслуживания заявок (т.е. 

отпуск запасов к заявкам) продолжается, 

пока склад системы не является пустым. А 

когда склад системы оказывается пустым, 
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с вероятностью 𝜎(𝑚)  заказываются за-

пасы объема 𝑚, 𝑚 = 1,2, . . . , 𝑆,  где 

∑ 𝜎(𝑚)𝑆
𝑚=1 = 1.  Необходимо, чтобы 

𝜎(𝑆) > 0 , так как, что если 𝜎(𝑆) = 0 , то 

объем склада используется не полностью. 

Сделанный заказ выполняется с некоторой 

случайной задержкой, которая имеет экс-

поненциальную функцию распределения с 

параметром 𝜈 > 0. 
Задача заключается в нахождении 

характеристик системы: средний уровень 

запасов (𝑆𝑎𝑣); среднюю интенсивность за-

казов (𝑅𝑅) ; вероятности потери заявок 

каждого (𝑃𝐵1, 𝑃𝐵2). 

Метод расчета характери-
стик системы 

Поскольку рассматривается модель 

СУЗ с мгновенным обслуживанием, то со-

стояния системы можно описывать ска-

лярной случайной величиной 𝑚 , которая 

указывает уровень запасов системы. Как 

было отмечено выше, максимальный раз-

мер склада системы равен 𝑆, 𝑆 < ∞, т.е. ра-

боту изучаемой системы можно описывать 

одномерной цепью Маркова (ЦМ) с про-

странством состояний 𝐸 = {0,1, . . . , 𝑆}. 

Рассмотрим задачу нахождения эле-

ментов производящей матрицы (ПМ) этой 

ЦМ. Для этого необходимо определить 

возможные переходы между ее состояни-

ями. Переходы между состояниями си-

стемы возможны лишь в моментах поступ-

ления заявок и восстановления запасов си-

стемы. 

Переход из состояния 𝑚1  в состоя-

ние 𝑚2 , где 𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝐸,  обозначается че-

рез 𝑚1 → 𝑚2, а интенсивность такого пе-

рехода обозначается через 𝑞(𝑚1, 𝑚2). 

Учитывая принятой схемы доступа 

разнотипных заявок, а также введенную 

рандомизированную ППЗ, заключаем, что 

указанные величины вычисляются так 

(рис.1): 

• если выполняется условие 𝑚 > 𝑠, 

то поступившие заявки любого типа полу-

чают запасы, т.е. происходит переход 𝑚 →
𝑚 − 1  с интенсивностью 𝜆 , где 𝜆 = 𝜆1 +
𝜆2; 

• если выполняется условие 0 <
𝑚 ≤ 𝑠, то поступившие приоритетные за-

явки получают запасы с вероятностью еди-

ница, а обычные заявки в таких состояниях 

получают запасы с вероятностью 𝛼, т.е. в 

таких случаях происходит переход 𝑚 →
𝑚 − 1 с интенсивностью �̃� = 𝜆2 + 𝜆1𝛼; 

• заказ запасов объема 𝑚 отправля-

ется тогда, когда их уровень в складе равен 

нулю, т.е. после выполнения заказа проис-

ходит переход 0 → 𝑚  с интенсивностью 

𝜈𝜎(𝑚). 

 

Рис. 1. Граф переходов между состояниями системы при использовании рандомизированной 

ППЗ, S=4, s=2.

Следовательно, положительные эле-

менты ПМ данной ЦМ определяются из 

следующих соотношений (рис.1): 
𝑞(𝑚1, 𝑚2) =

{

𝜈𝜎(𝑚2) , если 𝑚1 = 0,  1 ≤ 𝑚2 ≤ 𝑆,

�̃� , если 1 ≤ 𝑚1 ≤ 𝑠, 𝑚2 = 𝑚1 − 1,
𝜆 , если 𝑠 < 𝑚1 ≤ 𝑆, 𝑚2 = 𝑚1 − 1.

 (1) 

Из графа переходов между состояни-

ями системы (рис.1) заключаем, что все со-

стояния построенной ЦМ сообщаются 

друг с другом, т.е. в ней существует стаци-

онарный режим. Через 𝑝(𝑚)  обозначим 

стационарную вероятность состояния 𝑚 ∈
𝐸. Тогда учитывая описанного выше алго-
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ритма построения ПМ данной ЦМ (1), по-

лучаем следующую систему уравнений 

равновесия (СУР) для искомых вероятно-

стей состояний: 

Случай 𝑚 = 0: 
𝜈𝑝(0) = �̃�𝑝(1) ;     (2) 

Случаи 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑠: 
�̃�𝑝(𝑚) = �̃�𝑝(𝑚 + 1)  + 𝜈𝜎(𝑚)𝑝(0); (3) 

Случаи 𝑠 < 𝑚 < 𝑆: 
𝜆𝑝(𝑚) = 𝜆𝑝(𝑚 + 1)  + 𝜈𝜎(𝑚)𝑝(0); (4) 

Случай 𝑚 = 𝑆: 
( ) ( ) ( ) .0pSSp  =     (5) 

К полученным уравнениям (2-5) до-

бавляем условие нормировки: 

∑ 𝑝(𝑚)𝑆
𝑚=0 = 1.     (6) 

Из системы уравнений (2-5) удается 

выразить все вероятности состояний через 

вероятности 𝑝(0)следующим образом:  
𝑝(𝑚) =

{

𝜈

�̃�
(1 − ∑ 𝜎(𝑖)𝑚−1

𝑖=1 )𝑝(0), 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑠,
𝜈

𝜆
(1 − ∑ 𝜎(𝑖)𝑚−1

𝑖=1 )𝑝(0), 𝑠 + 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑆,
 (7) 

Здесь и далее принимается, что 

∑ 𝑥𝑘
𝑏
𝑘=𝑎 = 0, если 𝑏 < 𝑎. Неизвестная ве-

роятность 𝑝(0) в формуле (7) находится из 

условия нормировки (6), т.е. 

𝑝(0) = (1 + 𝜈 (
1

�̃�
∑ (1 − ∑ 𝜎(𝑖)𝑚−1

𝑖=1 )𝑠
𝑚=1 +

1

𝜆
∑ (1 − ∑ 𝜎(𝑖)𝑚−1

𝑖=1 )𝑆
𝑚=𝑠+1 ))

−1

.  (8) 

Искомые характеристики системы 

вычисляются с помощью вероятностей со-

стояний системы следующим образом: 

• Средний уровень запасов системы 

𝑆𝑎𝑣 определяется так: 

𝑆𝑎𝑣 = ∑ 𝑚𝑝(𝑚)𝑆
𝑚=1 = 𝜈𝑝(0) (

1

�̃�
∑ (1 −𝑠

𝑚=1

∑ 𝜎(𝑖)𝑚−1
𝑖=1 ) +

1

𝜆
∑ (1 − ∑ 𝜎(𝑖)𝑚−1

𝑖=1 )𝑆
𝑚=𝑠+1 ). (9) 

• Средняя интенсивность заказов 

определяется следующим образом: 

𝑅𝑅 = �̃�𝑝(1) = 𝜈𝑝(0) .           (10) 

• Согласно принятой схемы до-

ступа заявки низкого приоритета (обыч-

ные заявки) покидают систему без получе-

ния запасов с вероятностью 1 − 𝛼, если в 

момент их поступления уровень запасов 

системы меньше, чем 𝑠 + 1 . Следова-

тельно, искомая вероятность потери за-

явок низкого приоритета (𝑃𝐵1)  вычисля-

ется так: 

𝑃𝐵1 = (1 − 𝛼) ∑ 𝑝(𝑚)𝑠
𝑚=0 = (1 − 𝛼) (1 +

𝜈

�̃�
∑ (1 − ∑ 𝜎(𝑖)𝑚−1

𝑖=1 )𝑠
𝑚=1 ) 𝑝(0) . (11) 

• Приоритетные заявки покидают 

систему без получения запасов лишь то-

гда, когда уровень запасов системы равен 

нулю. Иными словами, вероятность по-

тери заявок высокого приоритета (𝑃𝐵2) 

вычисляется так:  

𝑃𝐵2 = 𝑝(0) .    (12) 

Таким образом, с помощью формул 

(8-12) находятся характеристики системы. 

Численные результаты 
Предложенные формулы позволяют 

произвести вычислительные экспери-

менты для изучения поведение характери-

стик системы относительно изменения ис-

ходных параметров. Кроме того, можно 

решить задачи оптимизации характери-

стик системы относительно выбранной 

критерии качества функционирования си-

стемы. 

Исходя из практической реализуемо-

сти, предположим, что единственным 

управляемым параметром системы явля-

ется пороговый параметр 𝑠 , а остальные 

параметры являются постоянными вели-

чинами. 

Ниже приводятся графики, которые 

показывают зависимость характеристик 

системы от этого параметра. 

Как и в работах [6,7], исходные дан-

ные системы выбираются следующим об-

разом: 𝑆 = 120, 𝜆1 = 50, 𝜆2 = 200, 𝜈 =
20, 𝛼 = 0.3.  

Рассмотрим три схемы распределе-

ния объемов восстановления запасов: 1) 

равномерная схема; 2) возрастающая 

схема; 3) убывающая схема. В первой 

схеме считается, что 𝜎(𝑚) = 1 𝑆⁄  для каж-

дого 𝑚 = 1,2, . . . , 𝑆; во второй схеме функ-

ция 𝜎(𝑚) является возрастающей относи-

тельно параметра 𝑚 = 1,2, . . . , 𝑆 , т.е. 

𝜎(𝑚) > 𝜎(𝑚 − 1), а в третьей схеме она 

является убывающей относительно ука-

занного параметра, т.е. 𝜎(𝑚) < 𝜎(𝑚 − 1). 

Некоторые результаты численных 

экспериментов, которые показывают пове-

дение характеристик системы относи-
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тельно изменения критического уровня за-

пасов, показаны на рис.2. Здесь и далее в 

графиках приняты следующие обозначе-

ния для предложенных схем:  – для схемы 

1;  – для схемы 2;  – для схемы 3.

 

(a) 

 

(в) 

 

(б) 

 

(г)

Рис. 2. Зависимость характеристик системы от параметра при использовании рандомизирован-

ной ППЗ.

Для конкретности изложения функ-

ция 𝜎(𝑚)  в различных схемах определя-

ется так: 

во второй схеме: 

𝜎(1) < 1 𝑆⁄ , 𝜎(𝑘) = 𝜎(1) + (𝑘 − 1)𝜀, 𝑘 =

2, . . . , 𝑆, где 𝜀 =
2(1−𝑆𝜎(1))

𝑆(𝑆−1)
; 

в третьей схеме: 

𝜎(1) >
1

𝑆
, 𝜎(𝑘) = 𝜎(1) − (𝑘 − 1)𝜀, 𝑘 =

2, . . . , 𝑆, где 𝜀 =
2(−𝑆𝜎(1)+1)

𝑆(𝑆−1)
. 

Поскольку 𝑆 = 120, то ниже в чис-

ленных экспериментах принимается, что 

во второй схеме 𝜎(1) = 8 ⋅ 10−3, а третьей 

схеме – 𝜎(1) = 10−2. 

Отметим, что для всех характеристик 

системы равномерная схема поставки за-

пасов (схема 1) является промежуточной 

между двумя остальными схемами.  

Вероятность потери заявок низкого 

приоритета (𝑃𝐵1) является возрастающей, 

так как с увеличением параметра 𝑠 умень-

шаются шансы заявок данного типа для 

принятия в систему с вероятностью еди-

ница (рис.2, а). Отметим, что при исполь-

зовании схемы 2 значения этой функции 

меньше, чем ее аналогичные значения при 
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использовании схемы 3. Этот факт явля-

ется ожидаемым, так как в схеме 2 вероят-

ность поступления заказов большого раз-

мера растет с ростом объема заказа, и тем 

самым, уменьшается вероятность опусто-

шения склада системы. Обратная картина 

наблюдается при изучении поведения ве-

роятности потери заявок высокого прио-

ритета (𝑃𝐵2), т.е. здесь эта функция явля-

ется убывающей, так как с увеличением 

параметра 𝑠 увеличиваются шансы заявок 

данного типа для принятия в систему, так 

как с ростом параметра s  уменьшаются 

шансы заявок низкого приоритета для при-

нятия в систему, и тем самым конкуренция 

решается в пользу заявок высокого прио-

ритета (рис.2, б). При использовании 

схемы 2 значения этой функции меньше, 

чем ее аналогичные значения при исполь-

зовании схемы 3. 

Средний уровень запасов является 

возрастающей функцией. Это объясняется 

тем, что с ростом параметра 𝑠  уменьша-

ется интенсивность обычных заявок, кото-

рые получают запасы с вероятностью еди-

ница, и поэтому с увеличением указанного 

параметра уменьшается объем отпускае-

мых запасов, т.е. увеличивается средний 

уровень запасов системы (рис.2, в). Здесь 

при использовании схемы 2 значения этой 

функции больше, чем ее аналогичные зна-

чения при использовании схемы 3. Этот 

факт является ожидаемым, так как в схеме 

2 вероятность поступления заказов боль-

шого размера растет с ростом объема за-

каза, и тем самым, увеличивается средний 

уровень запасов системы. Вместе с тем, с 

ростом параметра 𝑠 уменьшается средняя 

интенсивность заказов (рис.2, г). Этот 

факт объясняется тем, что с ростом указан-

ного параметра уменьшается вероятность 

опустошения склада, поэтому уменьша-

ется интенсивность заказов. Отметим, что 

при использовании схемы 2 значения этой 

функции меньше, чем ее аналогичные зна-

чения при использовании схемы 3. Этот 

факт является ожидаемым, так как в схеме 

2 вероятность поступления заказов боль-

шого размера растет с ростом объема за-

каза, и тем самым, уменьшается вероят-

ность опустошения склада, что в свою оче-

редь приводит к уменьшению интенсивно-

сти заказов. 

Как и в работах [6,7], рассмотрим за-

дачу нахождения оптимального значения 

критического уровня запасов 𝑠 для макси-

мизации прибыли системы. Доходы си-

стемы (RV) формируются от продажи за-

пасов, т.е. указанная величина определя-

ется так: 

𝑅𝑉(𝑠) = (𝜆1(1 − 𝑃𝐵1(𝑠))) 𝐶𝑟𝑒𝑣
1 + 𝜆2(1 −

𝑃𝐵2(𝑠))𝐶𝑟𝑒𝑣
2  ,    (13) 

где 𝐶𝑟𝑒𝑣
𝑘  – доходы системы от продажи 

единицы запаса заявкам 𝑘 -го типа, 𝑘 =
1,2. Поскольку доходы от обслуживания 

приоритетных заявок больше, чем от об-

служивания обычных, т.е. считается, что 

𝐶𝑟𝑒𝑣
2 > 𝐶𝑟𝑒𝑣

1 . 

Суммарные штрафы (TC) в системе 

определяются так: 

𝑇𝐶(𝑠) = 𝑐𝑟𝑆 ⋅ 𝑅𝑅(𝑠) + 𝑐ℎ𝑆𝑎𝑣(𝑠) +
𝑐𝑙

1𝜆1𝑃𝐵1(𝑠) + 𝑐𝑙
2𝜆2𝑃𝐵2(𝑠),  (14) 

где 𝑐𝑟  – цена единицы объема заказа;𝑐ℎ – 

цена хранения единицы объема запасов за 

единицу времени; 𝑐𝑙
𝑘  – штраф за потерю 

одной заявки 𝑘 -го типа, 𝑘 = 1,2 . Счита-

ется, что штрафы за потерю приоритетных 

заявок больше, чем за потерю обычных, 

т.е. 𝑐𝑙
2 > 𝑐𝑙

1. 

Тогда задача оптимизации данной 

системы ставится следующим образом: 

требуется найти значение параметра s , 

которое позволяет максимизировать при-

быль системы (𝑃𝑇(𝑠)) , т.е. необходимо 

решить следующую задачу: 

𝑠∗ = 𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑎𝑥
𝑠

 𝑃𝑇(𝑠) ,  (15) 

где 𝑃𝑇(𝑠) = 𝑅𝑉(𝑠) − 𝑇𝐶(𝑠) . 
Очевидно, что задача (15) всегда 

имеет решение, так как множество допу-

стимых решений {1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑆 − 1} является 

конечным и дискретным. 

Коэффициенты в функционалах (13) 

и (14) выбираются так [6,7]: 

𝐶𝑟𝑒𝑣
1 = 5, 𝐶𝑟𝑒𝑣

2 = 10, 𝐾 = 0.2, 𝑐𝑟 = 0.01, 𝑐ℎ

= 0.2, 𝑐𝑙
1 = 2, 𝑐𝑙

2 = 6. 
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Поведение экономических показате-

лей системы относительно изменения кри-

тического уровня запасов показаны на 

рис.3. Здесь, как и выше, для всех эконо-

мических показателей системы равномер-

ная схема поставки запасов (схема 1) явля-

ется промежуточной между двумя осталь-

ными схемами. Для выбранных исходных 

данных доходы системы является возрас-

тающей (рис.3, а), при этом при использо-

вании схемы 2 доходы оказываются 

намного больше, чем при использовании 

схемы 3. Это объясняется тем, что при ис-

пользовании схемы 2 вероятность опусто-

шения склада меньше, чем при использо-

вании схемы 3, и тем самым при использо-

вании схемы 2 увеличивается интенсив-

ность доходов от продажи запасов. Вместе 

с тем, суммарные штрафы (TC) является 

убывающей функцией относительно пара-

метра 𝑠 (рис.3, б), при этом здесь для вы-

бранных исходных данных при использо-

вании схемы 3 доходы оказываются 

намного больше, чем при использовании 

схемы 2. Затруднительно объяснить харак-

тер поведения этой функции, так как она 

зависит от многих показателей, которые 

связаны со средним уровнем запасов, с ин-

тенсивностью заказов, а также с потерями 

разнотипных заявок. 

Для выбранных исходных данных 

прибыль системы является возрастающей 

функцией относительно изменения крити-

ческого уровня запасов (рис.3, в), при этом 

при использовании схемы 2 прибыль си-

стемы оказывается намного больше, чем 

при использовании схемы 3. Поскольку 

данная функция является возрастающей, 

то заключаем, что решением задачи (13) 

для данной политики пополнения запасов 

является 𝑠∗ = 120. 

 

(а) 

 

(б) 

 

(в)

Рис. 3. Зависимость экономических показателей системы от параметра при использовании ран-

домизированной ППЗ.

Заключение 
В работе предложена модель СУЗ с 

разнотипными заявками, мгновенным об-

служиванием, в которой принята рандоми-

зированная политика пополнения запасов. 

Считается, что известно распределение 

объемов восстановления запасов системы. 

Заявки высокого приоритета получают за-

пас, если в момент их поступления в си-

стеме имеются запасы, а заявки низкого 

приоритета получают запасы лишь тогда, 

когда в моменты их поступления уровень 

запасов системы ниже определенного кри-

тического уровня; иначе эти заявки со-

гласно схеме Бернулли либо получают за-

пас, либо покидают систему без получения 

запаса. 

Математическая модель изучаемой 

системы представляет собой одномерную 

цепь Маркова. Разработаны формулы для 

нахождения стационарного распределения 

этой цепи Маркова и на их основе полу-

чены формулы для нахождения характери-

стик изучаемой СУЗ. Разработанные фор-

мулы позволяют изучить поведения харак-

теристик системы относительно исходных 

параметров системы и решить задачи ее 

оптимизации относительно выбранного 

критерия качества. 
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Алиев И.А. 

МОДЕЛЬ СИСТЕМЫ С МГНОВЕННЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ И 

РАНДОМИЗИРОВАННОЙ ПОЛИТИКОЙ ПОПОЛНЕНИЯ ЗАПАСОВ 

Предложена Марковская модель системы с мгновенным обслуживанием, в кото-

рой обслуживаются заявки двух типов. Считается, что высокоприоритетные заявки 

обслуживаются, если в моменты их поступления имеются запасы в складе системы, а 

низкоприоритетные заявки могут получать запасы лишь тогда, когда уровень запасов 

в складе выше определенной величины. В системе используется рандомизированная по-

литика пополнения запасов. Предложен алгоритм расчета характеристик данной си-

стемы и решена задача ее оптимизации. 

Ключевые слова: система запасания, мгновенное обслуживание, разнотипные за-

явки, рандомизированная политика пополнения запасов, метод расчета, оптимизация. 

 

Aliyev I.A. 

MODEL OF SYSTEM WITH INSTANTANEOUS SERVICE AND RANDOMIZED 

REPLENISHMENT POLICY 

The Markovian model of system with instantaneous service and two types of customers is 

proposed. High priority customers get the item if inventory level is positive while low priority 

customers get the item if and only if inventory level is more than some critical level. In this 

system a randomized replenishment policy is used. An algorithm to calculation of performance 

measures is proposed and optimization of investigated system is performed.  

Keywords: inventory system, instantaneous service, customers of different types, random-

ized replenishment policy, calculation method, optimization.
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