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Введение 
Развитие мехатроники и распреде-

лённых информационно-вычислительных 
систем достигли такого уровня, когда 
стало возможным создание составных ди-
намических систем (СДС) [1], состоящих 
из отдельных механически не связанных 
элементов, решающих единую техниче-
скую задачу, но поддерживающих ин-
формационную связность между этими 
элементами благодаря беспроводным те-
лекоммуникационным технологиям для 
мобильных объектов. 

Примерами использования на прак-
тике таких составных динамических сис-
тем являются: 

- авиационно-космические системы 
(АКС), которые используются в качестве 
воздушной стартовой платформы для вы-
ведения на околоземную орбиту нанос-
путников [2]; 

- беспроводные сенсорные сети с 
мобильными сенсорами и аероплатфор-
мами, которые выполняют как функцию 
доставки и размещения сенсоров в зону 
контроля, так и функцию телекоммуника-
ционного ретранслятора информации со-
бранной от этих сенсоров («информаци-
онные роботы» [1]). Информационные 
роботы представляют собой составную 
динамическую систему, элементами ко-
торой являются: базовый беспилотный 

летательный аппарат (БПЛА) (БПЛА-
носитель); группа мобильных, разнород-
ных БПЛА, оснащенных мультисенсора-
ми и связанных между собой посредством 
единой информационно-
телекоммуникационной сети (рис.1).   

Вместе с тем, при использовании та-
кого рода систем возникает актуальная 
задача, связанная с оптимальным управ-
лением её составными элементами.  

Постановка задачи 
Согласно общей теории оптималь-

ного управления задачу оптимального 
управления СДС можно свести к задаче 
оптимального управления разрывной сис-
темой. В работах [3, 4, 5, 9, 10] предложе-
но использовать принцип максимума 
Понтрягина и его модификации для ре-
шения такого рода задач с разрывами.  

В работах [6, 7, 8] предложена мо-
дель и специальные сценарии возникно-
вения разрывов, получившие название 
«ветвящиеся траектории». 

Однако, полученные во всех этих 
работах результаты позволяют сделать 
вывод о том, что в классе кусочно-
непрерывных управлений и кусочно-
гладких траекторий не всегда удаётся 
найти решение. Поэтому, целесообразно 
расширить класс задач оптимального 
управления СДС, обладающих решением, 
включив в него кусочно-непрерывные 
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траектории. Для решении этих задач в 
данной работе предлагается развить 
принцип расширения Лагранжа [11] в 
форме двух методов: первый, состоящий 
в прямой модификации метода Кротова 

[9]; второй, использующий совместно ме-
тод инвариантного погружения [10] и ме-
тод Кротова [9]. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 1. Пример применения информационного робота для проведения поисково-спасательных 
работ в зоне чрезвычайной ситуации 

Модифицированный принцип 
расширения для СДС с произволь-
ной схемой ветвления траекто-
рии 

Используем в качестве примера тра-
екторию движения СДС, состоящую из N 
подсистем, с произвольной схемой ветв-
ления, рассмотренную ранее в работе 
[12]. Задача оптимизации траектории 
СДС будет состоять в поиске оптималь-
ных управлений и траекторий движения 
подсистем по участкам ветвящейся траек-
тории, минимизирующих заданный кри-
терий, а также в отыскании оптимальных 
моментов времени и фазовых координат, 
в которых происходят структурные пре-
образования СДС. 

Движение подсистем СДС по соот-
ветствующим ветвям траектории описы-
вается дифференциальной системой вида 

( , , ),l l l
i i i iX F X U t=&

  
(1) 

1, ( 1, , 1, ),l l
i it t t i N l N+ −
− ∈ = =   

где l
i X , l

iU – векторы фазового состоя-
ния и управления l-й подсистемы из со-
става СДС, соответствующие i-му интер-
валу времени между структурными пре-
образованиями СДС, размерности 

i
n

∑
 и 

i
m

∑
; inl

i X E Σ∈ – непрерывны и кусочно-

гладкие; iml
iU E Σ∈ – кусочно-непрерывны; 

1,
l l
i it t t+ −
− ∈    – рассматриваемый интервал 

времени от момента справа от 1
l
it − , до мо-

мента слева от l
it . 

На траекторию подсистем (1) накла-
дываются скалярные ограничения вида 

1 1( ( ),..., ( )) ,l l l l
N NX t X t B− − ∈   (2) 

1( ( ), ( )) , ( 1, ),l l l l
i i i i iX t U t W t t i N−∈ < =      (3) 

где B , iW  – заданные подмножества со-

ответственно из 1 inNE E Σ+ × , 1 2
n mi iEE

+Σ Σ
→ . 

Сформулируем общую постановку 
задачи оптимизации ветвящейся траекто-
рии СДС с произвольной схемой ветвле-
ния траектории в следующем виде: 
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где D – множество допустимых процес-
сов, удовлетворяющих условиям (2–3) 
( )D φ≠ . 

Основным обобщающим моментом 
в постановке задачи (1–4) является то, что 
в качестве решения задачи оптимального 
управления СДС принимается минимизи-
рующая последовательность 
{ } 1( ( ), ( ), , 1, )l l l l l

i i i iX t U t t t t i Nν + −
−= ≤ ≤ = , а 

не определённый допустимый процесс  

1( ( ), ( ), , 1, )l l l l
i i i iX t U t t t t i N+ −

− ≤ ≤ = . 
Сформулируем в терминах метода 

функций Кротова В.Ф. достаточные усло-
вия оптимальности траектории СДС с 
произвольной схемой ветвления [9, 10].  

Для того, чтобы допустимая после-
довательность 
{ } 1( ( ), ( ), , 1, )l l l l l

i i i iX t U t t t t i N+ −
−= ≤ ≤ =ν  

была решением задачи (1) – (4) достаточ-
но существование гладких по ( ),l
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функций Кротова 1( , ), , ,l l l

i i i iX t t t t+ −
− Ψ ∈    

( 1, )i N=  таких, что  

ˆ( ( ), ( ), ) ( )Ml l
i i i iR X t U t t R t→

 
(5) 

на интервале 1, , ( 1, ),l l
i it t t i N+ −
− ∈ =   

0 1 0 1

1 0 1

( ,..., ; ( ),..., ( );
ˆ( ),..., ( ) ,

l l l l l l
N N N

l l l l
N N

t t X t X t

X t X t

+ +
−

− −
−

Λ

→ Λ
(6) 

где символ M→  обозначает сходимость 
по мере [9], 

( , , ) ( , , )

( , , );

T
l l l li

i i i i i il
i

l li
i i i

R X U t F X U t
X

X U t
t

 ∂Ψ
= + ∂ 

∂Ψ + + Φ ∂ 
 
(7) 

( , ) ( )
ˆ ( ) inf ( , , ) 0;

l l
i i i

l l
i i i iX U W t

R t R X U t
∈

= =  (8) 

0 0 1 0

1 1

1 1
1

( ,..., ( )) ( ,..., ; ( ),...

..., ( ); ( ,..., ( ))

( ( ), ( ( ), ;

l l l l l l l
N N N

l l l l l l
N N N N N

N
l l l l l l

i i i i i i i i
i

t X t S t t X t
X t X t X t

X t t X t t

− +

+ − −
−

+ + − −
− −

=

Λ =

+

 + Ψ − Ψ ∑

(9) 

0
ˆ inf ( ,..., ( )).N NB

t X t −Λ = Λ        (10) 

Докажем справедливость сформу-
лированных условий оптимальности (5–
10).  

Пусть функции 
( ( ), ),( 1, )l

i i X t t i NΨ =  существуют, и уда-
лось подобрать последовательность { }lν , 
удовлетворяющую условиям (5) – (10). 
Положим, что минимум функционала (4) 
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Учитывая, что для последовательности 
{ }l%ν  справедливы соотношения 
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Следовательно, уравнение (13) с уче-
том (14), можно записать в виде 

1

0

( )

1

( ,..., ( ))
ˆinf ,

( , , )
% i

i

N N

tN
D

i i i
i t

t X t

I I
R X U t dt

−

+
−

−

ν ∈

=

 Λ +
 

= + ε = + ε 
+ 

  
∑ ∫   (15) 

где 
1

1
0.

i

i

i

tN

R
i t

dtε ε ε
−

+
−

Λ
=

= + ≥∑ ∫  

Однако, соотношение (15) противоре-
чит неравенству (11), что отвергает ут-
верждение о существовании последова-
тельности { }l%ν . Таким образом, сформу-
лированные достаточные условия опти-
мальности траектории движения СДС с 
произвольной схемой ветвления доказа-
ны. 

Принцип расширения и метод 
инвариантного погружения 
Основная идея метода состоит в том, 

что исходную задачу включаем в некото-
рое семейство задач оптимизации (инва-
риантное погружение) [10, 11]. При этом 
может оказаться, что между отдельными 

задачами существуют простые соотноше-
ния и среди задач семейства найдётся та-
кая, которая легко решается методом 
Кротова. Тогда, используя решение по-
следней и соотношения, связывающие 
отдельные задачи, получаем решение ис-
ходной задачи. Как и в предыдущем 
пункте, в качестве решения задачи рас-
сматривается минимизирующая последо-
вательность { }lν , которая выбирается так, 
чтобы минимизировать критерий 
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Процедура поиска минимального зна-

чения функционала (16) по методу инва-
риантного погружения записывается в 
виде [12] 
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Для того, чтобы допустимая после-
довательность { }lν  была решением зада-
чи (1), (3), (16) – (18) достаточно сущест-
вования таких функций Кротова 
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l
II Iν

→∞
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но не соблюдается соотношения (21) – 
(23), справедливые для последовательно-
сти { }lν .  
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где 0≥ε  и для 1
ˆ,  0,Ni N I += =
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Рассматривая неравенство (25) после-
довательно для , 1, 2, , 2,1 , i N N N= − − …  
приходим к выводу, что  
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Из (26) следует, что не существует 
последовательности { }lν% , не совпадаю-

щей с последовательностью { }lν и не 
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удовлетворяющей соотношениям (21) - 
(23), и минимизирующей функционал 
(16).  

Таким образом, сформулированные 
достаточные условия оптимальности тра-
ектории движения CДС с произвольной 
схемой ветвления (21) – (23), доказаны с 
использованием метода инвариантного 
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