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Б роботі запропоновано методику обчислення значень гіпергеометричної функції, яка ви­
значається через гамма-функції Ейлера. Досліджуються відомі варіанти подання гам­
ма-функції Ейлера з точки зору можливості їх використання для обчислення значень цієї 
функції. Експериментально досліджено вплив значень параметрів, що входять в ці по­
дання, на точність обчислюваних значень.

Актуальність. Математичне за­
безпечення автоматизованих систем об­
робки даних часто має містити блок, в 
якому обчислюються значення гіпергео­
метричної функції. Як відомо, гіпергео­
метричні функції відіграють велику роль 
в математиці, зокрема в аналізі. Розв’язки 
багатьох задач математичної теорії теп­
лопровідності, математичної теорії коли­
вань, теоретичної радіотехніки, теорії по­
тенціалу та ін. легко узагальнюються і 
подаються через гіпергеометричну функ­
цію. Так, зокрема, такі спеціальні функції, 
як інтеграли Лапласа, Френеля, многоч­
лени Ерміта та Лагерра, сферичні та цилі­
ндричні функції, тощо, можуть бути 
отримані як частинні випадки гіпергеоме­
тричної функції [1]. Як відомо, гіпергео­
метрична функція визначається рядом Га- 
усса, члени якого подаються через гамма- 
функції Ейлера; отже, при обчисленні 
значень гіпергеометричної функції дово­
диться використовувати значення гамма- 
функцій при певних значеннях аргумен­
тів. Таким чином, гамма-функція є осно­
воположною для побудови багатьох еле­
ментарних та спеціальних функцій.

Слід відзначити, що ейлерова гам­
ма-функція дійсного та комплексного ар­
гументу має самостійне значення і віді­
грає важливу роль як в теоретичній, так і 
в прикладній математиці. Однією з при­
чин широкого застосування гамма- 
функції є те, що вона являє собою 
розв’язок одного з найпростіших різнице­
вих рівнянь, і розв’язки великої кількості 
різницевих рівнянь подаються через гам­
ма-функцію.

Існує багато таблиць, що містять та- 
бульовані значення гамма-функції Ейлера 
(див. напр. [2]). Проте, користування та­
кими таблицями в багатьох випадках 
пов’язане з певними незручностями. Тому 
виникає задача про обчислення значень 
гіпергеометричної функції з використан­
ням засобів сучасної обчислювальної тех­
ніки.

Постановка задачі. Дослідження 
методики обчислення значень гіпергеоме­
тричної функції; порівняльний аналіз спо­
собів обчислення значень гамма-функцій, 
розробка алгоритмів та створення про­
грам.

Основний матеріал
Як відомо [3], гіпергеометричною 

функцією називають функцію, яка є 
розв’язком гіпергеометричного рівняння 
г(і - 1)™"+\у-(сс+(і+і)г Зи,/-  =0 (1)

Еіпергеометрична функція може бу­
ти визначена за допомогою так званого 
ряду Еаусса (гіпергеометричного ряду):

Р{а, р; у; г) = X
п=0

{<х)пІР)п
( г ) п

їп Г м  „ 
пі Г(а)г(Д)

^ Г(а+п)г(Д + п )гп 
п\ (2)

и=о Т(у+п) 
де Г (г ) -  гамма-функція; і  -  комплексна 
змінна; а, 0, у -  параметри, які при­
ймають будь-які дійсні або комплексні 
значення (у  0 ,-1 , -2 ,. . .) ;
(х)п = л'(л‘ + і)...(д: + и — і ) .

Обчислення гіпергеометричної функ­
ції зводиться до обчислення значень гам-
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м а -ф у н к ц ії , о с к іл ь к и , я к  п о к а за н о  ви щ е, 
г іп е р г е о м е т р и ч н а  ф у н к ц ія  п о д а єт ь с я  ч е ­
р е з  г іп е р г е о м е т р и ч н и й  р я д , а  ч л е н и  г іп е р ­
ге о м е т р и ч н о го  р я д у  п о д а ю т ь с я  ч е р е з  г а ­
м м а -ф у н к ц ії, а р гу м е н т а м и  я к и х  є з н а ч е н ­
н я  п а р а м е т р ів  р я д у . Т о м у  р о згл я н е м о  п и ­
т а н н я  о б ч и с л е н н я  зн а ч е н ь  г а м м а -ф у н к ц ії  
д е т а л ь н іш е . В  д а н ій  р о б о т і п р о в е д е н о  п о ­
р ів н я л ь н и й  а н а л із  р ізн и х  с п о с о б ів  п о д а н ­
н я  г а м м а -ф у н к ц ії  з т о ч к и  зо р у  їх  з а с т о с о ­
в н о ст і д о  о б ч и с л е н н я  зн а ч е н ь  гам м а- 
ф у н к ц ії. Е к с п е р и м е н т а л ь н о  д о с л ід ж е н о  
в п л и в  зн а ч е н ь  п а р а м е т р ів , щ о  в х о д я т ь  в ці 
п о д а н н я , н а  то ч н іс т ь  о б ч и с л ю в а н и х  з н а ­
ч ен ь .

З т е о р е т и к о -ф у н к ц іо н а л ь н о ї то ч к и  
зо р у  о д н іє ю  з н а й б іл ь ш  в а ж л и в и х  о с о б л и ­
в о с т е й  г а м м а -ф у н к ц ії  є те , щ о  в о н а  н е  за ­
д о в о л ь н я є  ж о д н о м у  д и ф е р е н ц іа л ь н о м у  
р ів н я н н ю . З ц ь о го  в и п л и в а є , щ о  гам м а- 
ф у н к ц ія  є ф у н к ц іє ю  в и щ о го  т и п у  т р а н с ­
ц е н д е н т н о с т і, н іж  ф у н к ц ії, щ о  з а д о в о л ь ­
н я ю т ь  д и ф е р е н ц іа л ь н и м  р ів н я н н я м , а  д л я  
о б ч и с л е н н я  зн а ч е н ь  га м м а -ф у н к ц ій  д о в о ­
д и т ь с я  в и к о р и с т о в у в а т и  р ізн і ф о р м и  її 
н а б л и ж е н о г о  п о д а н н я .

П р и  о б ч и с л е н н і зн а ч е н ь  гам м а- 
ф у н к ц ії  д о в о д и т ь с я  в и р іш у в а т и  т а к і п и ­
тан н я :

а) з а  я к о ю  ф о р м у л о ю  в е с ти  о б ч и с ­
л е н н я , ф а к т и ч н о  м о в а  й д е  п р о  ш в и д к іс ть  
зб іж н о с т і р яд у ;

б) в и б ір  з н а ч е н н я  п а р а м е т р а  щ о 
в х о д и т ь  у  з а л и ш к о в и й  ч л ен  р яд у , ч ер е з  
я к и й  о б ч и с л ю ю т ь с я  з н а ч е н н я  гам м а- 
ф у н к ц ії;

в) н а  я к о м у  в ід р ізк у  о б ч и с л ю в а ти  
зн а ч е н н я  г а м м а -ф у н к ц ії;

г) с к іл ь к и  ч л е н ів  р я д у  н е о б х ід н о  
у тр и м у в а т и  д л я  за б е зп е ч е н н я  н е о б х ід н о ї 
то ч н о с т і.

Р о згл я н е м о  п о с та в л е н і п и та н н я  
д е т а л ь н іш е .

1. Обчислення значень гамма- 
функцій через ряд Стірлінга

Д л я  о б ч и с л е н н я  зн а ч е н ь  гам м а- 
ф у н к ц ії  ч е р е з  р я д  С т ір л ін га  в и к о р и с т о в у ­
в а в с я  р я д  [3]

Г (х )  =  л/2я  

139 571

х х~е~х(\ +
1 1

П х  2 8 8 х 2 
163879

5 1 8 4 0 *  2 4 8 8 3 2 0 *  2 0 9 0 1 8 8 8 0 * 5
■ +

+ - 5 2 4 6 8 1 9 5 3 4 7 0 3 5 3 1 •в
7 5 2 4 6 7 9 6 8 0 0 *  9 0 2 9 6 1 5 6 1 6 0 0 * '

(0  < <9 < 1). (3)
Д л я  о б ч и с л е н н я  зн а ч е н ь  га м м а -ф у н к ц ії  за  
ф о р м у л о ю  (3) б у л о  с к л а д е н о  п р о гр а м у  н а  
а л го р и т м іч н ій  м о в і Разсаі. З н а ч е н н я  г а м ­
м а-ф у н к ц ії, о б ч и с л е н і р о зр о б л е н о ю  п р о ­
гр ам о ю , п о р ів н ю в а л и с я  із зн а ч е н н я м и , 
о т р и м а н и м и  з а  д о п о м о г о ю  м ат е м а т и ч н о го  
п а к е ту  МшНСАВ. П р и  п р о в е д е н н і о б ч и с ­
л е н ь  с та в и л и с я  т а к і зад ач і:

а) в и б ір  з н а ч е н н я  п а р а м е т р а  в , щ о  
в х о д и т ь  у  з а л и ш к о в и й  ч л е н  р я д у  (3);

б) в и б ір  в ід р ізк у , н а  я к о м у  о б ч и с л ю ­
єть с я  зн а ч е н н я  г а м м а -ф у н к ц ії;

в) н е о б х ід н а  к іл ь к іс т ь  ч л ен ів  р я д у  
(3 ) д л я  о б ч и с л е н н я  зн а ч е н н я  гам м а- 
ф у н к ц ії з з а д а н о ю  т о ч н іст ю .

Н а  п е р ш о м у  етап і о б ч и с л е н ь  у т р и ­
м у в а л о ся  д в а  ч л е н и  р я д у  (3 ), а  зн а ч е н н я  
ар гу м е н т у  з а д а в а л и с я  н а  в ід р ізк у  [1, 2 ] .

Р е зу л ь та т и  о б ч и с л е н ь  н а в о д я т ь с я  в 
та б л и ц і 1.

Із ан а л ізу  ц іє ї  т а б л и ц і в и п л и в а є , щ о  
н а й б іл ь ш а  то ч н іс т ь  д о с я г а є т ь с я  п р и  з н а ­
ч ен н і п а р а м е тр а  в  -  0 .9 9 9 9 . Н ад ал і іии ф і­
к су єм о  зн а ч е н н я  ц ь о го  п а р а м е тр а , д о к л а ­
д а ю ч и  в  =  0 .9 9 9 9 .

Т а б л и ц я  1

З н а ч е н н я
п а р а м е т р а

Є

М а к с и м а л ь н а  
в ід н о с н а  п о х и б ­

к а  $ ,  %

0.0001 7 .7 8 5 5 3

0.5 3 .9 4 4 0 6

0 .9 9 9 9 0 .1 0 2 5 9

Н а  н а с т у п н о м у  е та п і в и б и р а в с я  
п р о м іж о к , н а  я к о м у  о б ч и с л ю в а т и с я  зн а ­
ч ен н я  га м м а -ф у н к ц ії. Н е о б х ід н іс т ь  та к о го  
в и б о р у  п о я с н ю є т ь с я  т а к и м и  ф ак то р ам и .

П ер ш  за  все  за у в а ж и м о , щ о  п р и  
п р о в е д е н н і о б ч и с л е н ь  п о  п о п е р е д н ь о м у  
п у н к т у  н а й б іл ь ш і в ід н о с н і п о х и б к и  о т р и ­
м у в а л и ся  у к р а й н ій  л ів ій  то ч ц і в ід р ізк у .
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Це пояснюється тим, що формула Стірлі- 
нга, за якою проводяться обчислення, є 
асимптотичною, тобто її точність зростає 
із збільшенням значення аргументу. Вра­
ховуючи ж властивості гамма-функції, ми 
можемо перераховувати її значення для 
будь якого відрізку. В той же час обчис­
лення гамма-функції для великих значень 
аргументу вимагає обчислення факторіа­
льних добутків великих натуральних чи­
сел, що вимагає проведення обчислень з 
багатьма значущими цифрами. При цьому 
природно постає задача вибору оптима­
льного відрізку для обчислень.

Оскільки постановка такої задачі та 
її дослідження не є метою цієї роботи, 
обмежимось обчисленням значень гамма- 
функції на відрізках [і, 2], [5, б], [і ОД і]; 
при цьому для порівняння обчислені зна­
чення перераховувалися для відрізку 
[ і ,2]. Результати обчислень наведено в 
таблиці 2.

Таблиця 2
Відрізок змі­

нювання аргу­
менту 
[а,Ь]

Максимальна 
відносна похиб­

ка,
5 , %

[1.2] 0.10259
[5.6] 0.0117
[ю,п] 0.00326

Із аналізу отриманих результатів 
випливає, що найменша відносна похибка 
спостерігається на відрізку [і0,11]; отже, 
надалі будемо обчислювати значення га­
мма-функції саме на цьому відрізку.

На наступному етапі обчислень до­
сліджувалася швидкість збіжності ряду 
Стірлінга. Для цього при обчисленнях 
утримувалися 2, 4 та 8 членів ряду. Ре­
зультати обчислень наведено в таблиці 3.

Таблиця З

Кількість Максимальна відно-
членів ряду сна похибка, 8 , %

2 0.00326
4 1.524 хЮ -6
8 5.841 хК Г 9

Враховуючи результати проведених 
обчислень можна зробити висновок, що 
при значенні параметра в  = 0.9999 і об­
численні значень гамма-функції за фор­
мулою (3) на відрізку [10,11], для забез­
печення відносної точності обчислень 
0.003 % слід утримувати 2 члени ряду, 
для забезпечення точності 1.5 хК Г6 %— 4 
члени ряду, а для забезпечення точності 
5.8х1СГ9% -  8 членів ряду. Така висока 
точність є необхідною тому, що значення 
гамма-функції будуть використовуватися 
при проведенні подальших обчислень.

2. Обчислення значень гамма- 
функцій через розклад Стірлінга- 
Соніна

Для обчислення значень гамма- 
функції використовувався розклад Стір- 
лінга-Соніна [4]

Г(х+Ї) = у[2кхх+Іге-Хх
, І І І

хехр(---------------г + -------- Г -
П х  360л:3 1260л:5

_1___ _ і _________691 |
1680л:7 1188л:9 ЗбОЗбО*11

_ 1 __________ 3617

+  156л13 1 2 2 4 0 0 0  + Є)15 ^

(0  <  0  <  1 ) (4 )
Для обчислення значень гамма- 

функції за формулою (4), було складено 
програму на алгоритмічній мові Разсаі. 
Значення гамма-функції, обчислені роз­
робленою програмою, порівнювалися із 
значеннями, отриманими за допомогою 
математичного пакету МаХІпСАВ. При 
проведенні обчислень, як і раніше, стави­
лися такі задачі:

а) вибір значення параметра в , що 
входить у залишковий член ряду (4);

б) вибір відрізку, на якому обчислю­
ється значення гамма-функції;

в) необхідна кількість членів ряду 
(4) для обчислення значення гамма- 
функції з заданою точністю.

На першому етапі обчислення вели­
ся за формулою Соніна [3] на відрізку 
[1.2 ]
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Г (х  +  1) =  - І 2 п х '
( О < 0 < 1). (5)

Р е зу л ь т а т и  о б ч и с л е н ь  п р и  зн а ч е н н я х  
п а р а м е т р а  (9 =  0 .0 0 0 1 ; 0  =  0 .5 ;

0  =  0 .9 9 9 9  н а в о д я т ь с я  в т а б л и ц і 4.

Із а н а л ізу  т а б л и ц і в и п л и в а є , щ о  н а й ­
б іл ь ш а  т о ч н іс т ь  д о с я га є т ь с я  п р и  з н а ч е н ­
н я х  п а р а м е т р а  0  =  0 .0 0 0 1 . Н ад ал і м и  ф ік ­
су є м о  з н а ч е н н я  ц ь о го  п ар а м е тр а , п о к л а - 
д а ю ч и  в =  0 .0 0 0 1 .

Т а б л и ц я  4

З н а ч е н н я  
п а р а м е т р а  0

М а к с и м а л ь н а  в ід н о ­
сн а  п о х и б к а  5  ,%

0.0001 0.22661

0.5 2 .5 1 8 3 4

0 .9 9 9 9 3 .8 6 2 6 9

Н а  н а с т у п н о м у  етап і в и б и р а в с я  
п р о м іж о к , н а  я к о м у  о б ч и с л ю в а л и с я  з н а ­
ч е н н я  га м м а -ф у н к ц ії. Я к  і р а н іш е , о б ч и с ­
л ю в а л и с я  зн а ч е н н я  га м м а -ф у н к ц ії  н а  

п р о м іж к а х  [1 ,2 ] , [5, 6 ], [10,11], п р и  ц ьо м у  

о б ч и с л е н і з н а ч е н н я  п е р е р а х о в у в а л и с я  д л я  
в ід р ізк у  [ і , 2 ]. Р е зу л ь т а т и  о б ч и с л е н ь  н а ­

в е д е н о  в т а б л и ц і 5.
Т а б л и ц я  5

В ід р ізо к  з м і­
н ю в а н н я  а р гу ­

м е н т у  [а,Ь\

М а к с и м а л ь н а  в ід н о с н а  
п о х и б к а , 8 , %

[1.4 0.22661

[5 ,6] 0 .0 0 2 1 6

[10,11] 0 .0 0 0 2 7

Із а н а л ізу  о т р и м а н и х  р е зу л ь т а т ів  
в и п л и в а є , щ о  н а й м е н ш а  в ід н о с н а  п о х и б к а  
с п о с т е р іг а є т ь с я  н а  в ід р ізк у  [ і0 ,1 1]; о тж е , 

н а д ал і б у д ем о  о б ч и с л ю в а т и  зн а ч е н н я  г а ­
м м а -ф у н к ц ії  с ам е  н а  ц ь о м у  в ід р ізку .

Н а  н а с т у п н о м у  етап і о б ч и с л е н ь  д о ­
с л ід ж у в а л а с я  ш в и д к іс т ь  зб іж н о с т і р я д у  
С т ір л ін га -С о н ін а . Д л я  ц ь о го  п р и  о б ч и с ­
л е н н я х  у т р и м у в а л и с я  2 , 4 т а  8 ч л е н ів  р я ­
ду . Р е зу л ь т а т и  о б ч и с л е н ь  н ав е д е н о  в т а б ­
л и ц і 6.

Т а б л и ц я  6

К іл ь к ість  
ч л е н ів  р яд у

М а к с и м а л ь н а  в ід н о с н а  
п о х и б к а , 8 , %

2 7 .7 9 4 x 1 0 “7

4 8 .2 0 8 x 1 0 “"

8 6 .8 0 4  х Ю “13

В р а х о в у ю ч и  р е зу л ь т а т и  п р о в е д е н и х  
о б ч и с л е н ь  м о ж н а  з р о б и т и  в и с н о в о к , щ о 
п р и  зн а ч е н н і п а р а м е т р а  0  =  0 .0001  і о б ­
ч и с л е н н і зн а ч е н ь  г а м м а -ф у н к ц ії  за  ф о р ­
м у л о ю  (4 ) н а  в ід р ізк у  [і 0 ,1 1] д л я  з а б е зп е ­

ч ен н я  в ід н о с н о ї то ч н о с т і о б ч и с л е н ь  

7.8 х 1 0 “7 %  с л ід  у тр и м у в а т и  2 ч л е н и  р я ­

д у , д л я  за б е зп е ч е н н я  т о ч н о с т і 8 .2  х 10“"  % 
-  4 ч л е н и  р яд у , а  д л я  за б е зп е ч е н н я  т о ч н о ­

сті 6 .8  х 10“13 %  -  8 ч л е н ів  р яд у .

3. Обчислення значень гамма- 
функцій через нескінчений добу­
ток

Д л я  о б ч и с л е н н я  зн а ч е н ь  гам м а- 
ф у н к ц ії  ч ер ез  н е с к ін ч е н и й  д о б у т о к  в и к о ­
р и с т о в у в а л а с я  ф о р м у л а  [5]

1
Г (а )

г е к ( 6 )

Д л я  о б ч и с л е н н я  зн а ч е н ь  гам м а- 
ф у н к ц ії  з а  ф о р м у л о ю  (6 ) б у л о  ск л а д е н о  
п р о гр а м у  н а  а л г о р и т м іч н ій  м о в і Разсаі. 
З н а ч ен н я  г а м м а -ф у н к ц ії, о б ч и с л е н і р о з ­
р о б л е н о ю  п р о гр а м о ю , п о р ів н ю в а л и с я  із 
зн а ч е н н я м и , о т р и м а н и м и  з а  д о п о м о го ю  
м ат е м а ти ч н о го  п а к е т у  МаїИСАВ. П ри  
п р о в е д е н н і о б ч и с л е н ь  д о с л ід ж у в а л а с я  
ш в и д к іс ть  зб іж н о ст і р яд у ; зн а ч е н н я  а р г у ­
м ен т у  з а д а в а л и с я  з в ід р ізк у  [ і , 2 ] . Р е з у л ь ­

та т и  о б ч и с л е н ь  н а в е д е н о  в т а б л и ц і 7.
Т а б л и ц я  7

К іл ь к іст ь
с п ів м н о ж н и ­

ків

М а к с и м а л ь н а  
в ід н о с н а  п о х и б ­

ка  8 ,  %
1 000 5 .8 4 7 0 3

10 000 0 .6 0 2 9 2

100 000 0 .0 6 0 4 8

П ер ш  з а  все , в ід зн а ч и м о , щ о  н а й б і­
л ь ш е  зн а ч е н н я  в ід н о с н о ї п о х и б к и  д о с я га -
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л о с я  у  к р а й н ій  п р а в ій  то ч ц і. П р о в е д е н і 
о б ч и с л е н н я  п о к а за л и  н а д то  п о в іл ь н у  з б і­
ж н іс ть  н б с к ін ч е н о го  д о б у тк у ; о тж е , ф о р ­
м у л а  (6 ) д л я  о б ч и с л е н н я  зн а ч е н ь  гам м а- 
ф у н к ц ії  п р а к т и ч н о  н еп р и д ат н а .

4. Обчислення значень гамма- 
функцій через розклад по зсунутих 
многочленах Чебишееа

Д л я  о б ч и с л е н н я  зн а ч е н ь  гам м а- 
ф у н к ц ії  ін к о л и  за с т о с о в у ю т ь  і ї ї  р о зк л а д
[6] п о  зс у н у т и х  м н о г о ч л е н а х  Ч е б и ш ев а :

00

Г ( і  +  1) =  ^ Х М  (0  <  х  <  1 ). (7)
и= 0

Я к  в ід о м о , з с у н у т і м н о г о ч л е н и  Ч е­
б и ш е в а  в и з н а ч а ю т ь с я  р е к у р е н т н и м  с п ів ­
в ід н о ш е н н я м

Т . . , ( Р = 2 ( 2 х - і )Т ,(х ) - Т _ ,( * ) ,

Т „ ( х ) = 1 ,  Т ,( х )=  2 х - 1 . (8 )

П е р ш і 16 к о е ф іц іє н т ів  ц ь о го  р о з к л а ­
д у  н а в е д е н о  в  т а б л и ц і 8.

Д л я  о б ч и с л е н н я  зн а ч е н ь  гам м а- 
ф у н к ц ії  з а  ф о р м у л о ю  (7 ) б у л о  с к л ад ен о  
п р о гр а м у  н а  а л г о р и т м іч н ій  м о в і Л и с а / .  
З н а ч е н н я  га м м а -ф у н к ц ії, о б ч и с л е н і р о з ­
р о б л е н о ю  п р о гр а м о ю , п о р ів н ю в а л и с я  із 
зн а ч е н н я м и , о т р и м а н и м и  з д о п о м о го ю  
м а т е м а т и ч н о го  п а к е т у  Ma.thC.AD.

Т а б л и ц я  8

п ап
0 0 .9 4 1 7 8 5 5 9 7 7 9 5 4 9 4

1 0 .004415381324841

2 0 .0 56850436815993

3 - 0 .00 4 2 1 9 8 3 5 3 9 6 4 1 8

4 0 .001 3 2 6 8 0 8 1 8 1 2 1 2

5 - 0 .0 0 0 1 8 9 3 0 2 4 5 2 9 7 9

6 0 .0 0 0 0 3 6 0 6 9 2 5 3 2 7 4

7 - 0 .0 0 0 0 0 6 0 5 6 7 6 1 9 0 4

8 0 .0 0 0 0 0 1 0 5 5 6 2 9 5 4 6

9 - 0 .0 0 0 0 0 0 1 8 1 1 9 6 7 3 6

10 0 .0 0 0 0 0 0 0 3 1 1 7 7 2 4 9

11 - 0 .0 0 0 0 0 0 0 0 5 3 5 4 2 1 9

12 0 .0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 1 9 3 2 7

13 - 0 .0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 5 7 7 9 4

14 0 .0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 7 0 7 9

______15 - 0 .0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 6 4 6

П р и  п р о в е д е н н і о б ч и с л е н ь  д о с л і­
д ж у в а л а с я  ш в и д к іс т ь  зб іж н о с т і р я д у ; з н а ­
ч е н н я  а р гу м е н т у  за д а в а л и с я  з в ід р із к у  

[ і , 2 ] . Р е зу л ь т а т и  о б ч и с л е н ь  н а в е д е н о  в 

т а б л и ц і 9.
Т а б л и ц я  9

К іл ь к іст ь  
ч л е н ів  р о зк л а д у

М а к с и м а л ь н а  
в ід н о с н а  п о х и б ­

к а , 5 , %
4 0 .1 4 6

8 1.157  х 1 0 “4

16 2 .2 6 6  х І О -8

Із  а н а л ізу  т а б л и ц і 8 в и п л и в а є , щ о  
к о е ф іц іє н т и  р о зк л а д у  с п а д а ю т ь  д о с и т ь  
ш в и д к о ; так , зо к р е м а , 16-й  к о е ф іц іє н т  

ц ь о го  р о зк л а д у  м а є  п о р я д о к  0 ( 1 0 “12). В  
то й  ж е  ч ас  з р о с т а н н я  с та р ш и х  к о е ф іц іє н ­
т ів  з с у н у т и х  м н о го ч л е н ів  Ч е б и ш е в а  п р а к ­
ти ч н о  к о м п е н с у є  в и с о к и й  п о р я д о к  с п а ­
д а н н я  к о е ф іц іє н т ів  р о зк л а д у . В н а с л ід о к  
ц ь о го  у т р и м а н н я  16 ч л е н ів  в р о з к л а д і (7 ) 
за б езп е ч у є  п о р я д о к  м а к с и м а л ь н о ї в ід н о с ­

н о ї п о х и б к и  л и ш е  10 8 . Н е в и с о к и й  п о р я ­
д о к  с п а д а н н я  ч л е н ів  р о зк л а д у  (7 ) о б м е ж у є  
за с т о с у в а н н я  ц ь о го  р о зк л а д у  д л я  о б ч и с ­
л е н н я  зн а ч е н ь  га м м а -ф у н к ц ії.

5. Обчислення значень гіпер­
геометричних функцій.

Р о згл я н е м о  те п е р  о б ч и с л е н н я  з н а ­
ч ен ь  г іп е р ге о м е т р и ч н о ї ф у н к ц ії, я к а , як  
б уло  з га д а н о  р ан іш е , о б ч и с л ю є т ь с я  ч ер ез  
г іп е р ге о м е т р и ч н и й  р я д  (2).

Д л я  за б е зп е ч е н н я  в и с о к о ї т о ч н о с т і 
о б ч и с л е н н я  зн а ч е н ь  г іп е р г е о м е т р и ч н о ї 
ф у н к ц ії, п р и  о б ч и с л е н н я  зн а ч е н ь  г а м м а -  
ф у н к ц ії  в и к о р и с т о в у в а в с я  р я д  С т ір л ін г а -  
С о н ін а , ш в и д к іс т ь  зб іж н о ст і я к о г о  є н а й ­
б іл ь ш о ю . П р и  ц ь о м у  з н а ч е н н я  п а р а м е т р а  
в  п о к л а д а л о с я  р ів н и м  0 .0 0 0 1 . В р а х о в у ю ­
ч и  а с и м п т о т и ч н и й  х а р а к те р  р я д у  С т ір л ін -  
г а -С о н ін а  т а  м о ж л и в іс т ь  з с у в у  а р г у м е н т у  
г а м м а -ф у н к ц ії  н а  б у д ь  я к и й  в ід р ізо к  ч и ­
с е л ь н о ї в іс і, п р и  о б ч и с л е н н я х  а р гу м е н т  
зс у в а в с я  н а  в ід р ізо к  [і 0, ї ї ] .

Д л я  о б ч и с л е н н я  зн а ч е н ь  ф у н к ц ії  
П ( а ,  Р \ у ’, г )  б у л о  с к л а д е н о  п р о г р а м у  н а  

а л г о р и т м іч н ій  м о в і Раясаі, я к а  д о з в о л я є
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обчислювати значення гіпергеометричної 
функції при різних значення параметрів 
а, /?; у, що визначають цю функцію, та
значеннях аргументу х, \х\ < 1.

В процесі тестування розробленої 
програми вибиралися такі набори значень 
параметрів а, /3; у, при яких гіпергео­
метрична функція визначає певні елемен­
тарні та спеціальні функції. При цьому 
порівнювалися результати обчислень цих 
елементарних та спеціальних функцій, 
отримані безпосередньо, та обчислені че­
рез гіпергеометричну функцію. Деякі ре­
зультати цих обчислень наводяться ниж­
че.

5.1. О бчислення елемент арних  
ф ункцій

і. О бчислення логариф м ічно ї 
ф ункц ії

Як відомо [1]
1п(і + г) = ^ ( і ,1 ;  2; -* ) . (9)

Обчислюючи праву частину цієї рі­
вності при дійсному значенні аргументу 
х = 0.1, отримуємо

х ^(і, 1; 2; -  0. і) = 0.095310179804326. 
Точне значення логарифма

Іпі.1 =0.095310179804325.
Як бачимо, відмінність спостеріга­

ється лише в 15 знаку, а відносна похибка 
обчислення 8 -  6.115 хЮ~13 %.

2. О бчислення арксинуса
Як ВІДОМО [1 ]

arcsin z — z F
1 1 З

z ( 10)
.2 2 2

Обчислюючи праву частину рівності 
(10) при дійсному значенні аргументу 
х = 0.2, отримуємо

/

І И ;(а2)гV
= 0.201357920790331.

Точне значення арксинуса 
arcsin 0.2 = 0.201357920790331.
Як бачимо, значення співпадають, 

тобто відносна похибка обчислення
5 = 0 % .

3. О бчислення арктангенса.
Як ВІДОМО [1 ]

arctg z = z F 1- ? •L? _ 1
2 2

( 11)

Обчислюючи праву частину рівності 
(11) при дійсному значенні аргументу 
х = 0.3 отримуємо

О 1 зx F
2 2 2

• (0 .3 )2

= 0.291456794477867.
Точне значення арктангенса 

агс'^О.З =0.291456794477867.
Значення співпадають, отже, відно­

сна похибка обчислення 5 =0 %.

4. О бчислення квадрат ного  
кореня

Як відомо [1]
(1 + І Ї  ^ (-- ї / ,1 ;1 ;~ г ) . (12)

Обчислимо праву частину рівності 
(12) при дійсному значенні аргументу
х = 0.1_ Нехай ц = 0.5, тобто обчислимо 
значення VI + х , матимемо 

ЯІ-  0.5,1; 1; -О .і) = 1.04880884817015. 
Точне значення даного квадратного 

кореня л/ЇЛ = 1.04880884817015.
Значення співпадають, отже, відно­

сна похибка обчислення 8 - 0  %.

5.2. О бчислення спец іальних
функцій

Для ілюстрації розглянемо обчис­
лення повних еліптичних інтегралів пер­
шого та другого роду.

1. Як відомо [1], повні еліптичні ін­
теграли першого роду, що задаються фо­
рмулою

я/2 _і
К{г)= |( і - Г 8 іп 2^) 2 8(р

о
пов'язані з гіпергеометричною функцією 
співвідношенням

К(гУ її 1  І
2 ’  2

;1; z 2 ( 1 3 )

Нехай х -  0.0001, тобто обчислимо 
значення і5Г(0.000і). Обчислюючи
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1 1
—; 1; (0.0001)2 рівності (13), отри- 

v 2  2 » )
муємо

(0.0001)2

1.0000000025.
Точне значення гіпергеометричної 

функції при даних значеннях параметрів:
( \ і Л

F  1; (0 .0 0 0 1 )2 =
V2 2 J

1.00002500140635.
Таким чином, відносна похибка об- 

числення 5  =2.5х10~3 %.
Отже,

£(0.000і) = 1.57079633072189.
2. Повні еліптичні інтеграли другого 

роду, що задаються формулою [1]
л/2

E (z)  =  j (l -  z 2 s in 2 <p) 2 d(p
0

пов’язані з гіпергеометричною фун­
кцією співвідношенням

(  1 1 л
> Л , Z . (14)

V 2 2 )
Нехай х = -0.0002, тобто обчисли­

мо значення 0.0002) обчислюючи

£ ( z )  =  - F  
2

ґ \
—, — ;1; (-0.0002)2 рівності (14),( 2 2 

отримуємо 
f  1 1

F - , - ; 1; ( - 0 .0002)" 
2 2

= 0.99999999.

Точне значення гіпергеометричної 
функції при даних значеннях параметрів:

~ І’ 2 ;  1;(~0-0002)2

1.00004999812516.
Таким чином, відносна похибка об­

числення д -  5 хЮ “3 %.
Отже,

£(-0 .0002) = 1.57079631108693.

Висновки
Враховуючи результати досліджен­

ня деяких варіантів можливого обчислен­
ня значень гіпергеометричної функції, 
можна зробити такі висновки.

Для обчислення значень гамма- 
функції, через які подаються значення гі­
пергеометричної функції, доцільно вико­
ристовувати ряд Стірлінга-Соніна, швид­
кість збіжності якого є найбільшою; при 
цьому значення параметра в  можна по­
класти рівним 0.0001. Враховуючи асим­
птотичний характер ряду Стірлінга- 
Соніна та можливість зсуву аргументу 
гамма-функції на будь який відрізок чи­
сельної вісі, доцільно при обчисленнях 
зсувати її аргумент на відрізок [і0, ї ї] .

Для обчислення значень гіпергеоме­
тричної функції розроблено алгоритм та 
створено програму на алгоритмічній мові 
Pascal. Результати проведених експери­
ментальних досліджень з використанням 
розробленої програми, добре узгоджу­
ються з відомими теоретичними поло­
женнями.

Розроблена методика, алгоритм та 
програма обчислення значень гіпергеоме­
тричної функції можуть бути рекомендо­
вані для застосування при проведенні 
практичних обчислень.
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