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Анализируются алгоритмы синтеза систем стабилизации из группы жесткого синтеза. 
Рассматривается применение шестого алгоритма к синтезу нелинейных систем стаби­
лизации.

Введение
Синтез нелинейных систем стабили­

зации удобно осуществлять, применяя 
прямой (второй) метод Ляпунова к исход­
ной системе п-го порядка

х = А(хЗ)х, х((о)~хо, (1)
представляемой в псевдолинейной форме 
и замкнутой С-управлением [2]

иА-С(хА)х е 1]^ Кт, т^п,  (2) 
из некоторого выпуклого множества 11 в 
Кт . Тогда, используя две положительно 
определенные квадратичные формы с 
матрицами коэффициентов В я (2, причем
А С : {ДО, 11пхп, В  > 0
V / е Г; = 0 ; Т_> Кпхш 0  > 0 V*
е О. с  Кп? V Г е Т}, можно обеспечить 
асимптотическую устойчивость замкну­
той системы

х = [А(х, Г) -  В{х, 0 С(х, /)]х, хро) = хо, (3) 
если путем синтеза матрицы управления 
С в (3) гарантировать справедливость 
матричного уравнения Ляпунова

В + Д А -  ВС) + ( А -  ВС)Т В  = - 0  (4) 
Здесь А: Л А Т  -> Лпхп, В: ЛпхТ 

-э-Лпхш, т-п,  -  известные матрицы; С: 
ЛПХТ —» Лщхп -  подлежит определению; 
х е О; с  Лп -  вектор состояния системы 
(1) из ее области определения А  точкой 
обозначена операция дифференцирования

по времени t е Т = [Го, 00) с  А ; А  озна­
чает равно по определению.

Однако задача стабилизации систе­
мы (3) на основании уравнения (4) оказы­
вается плохо обусловленной, поскольку 
из одного уравнения Ляпунова (4) необ­
ходимо определить две матрицы: С я В.

Тем не менее, проблему можно ре­
шать несколькими путями:

® можно предварительно задать 
матрицу В, как в задачах анализа устой­
чивости (это направление получило на­
звание монотонной стабилизации [3]);

• матрицу В  можно найти как ре­
шение матричного уравнения Ляпунова

В + ВА0 + 4  В = - А  (5) 
записанного для линейного стационарно­
го приближения

х  — А0х, х(р) =  Хо, (6) 
исходной замкнутой системы (1) (это на­
правление реализуемо лишь для асимпто­
тически устойчивой системы (6), когда 
V 0  всегда 3 В Т=В > 0), после чего най­
денную таким путем матрицу В  можно 
использовать как заданную в уравнении 
(4);

• можно априори выразить матрицу 
С мультипликативно через матрицу В в

виде Са КВ\ этот подход приводит к за­
мене уравнения Ляпунова (4) матричным 
уравнением Риккати и позволяет решать 
задачи оптимальной стабилизации [2];

• наконец, если зафиксировать 
структуру матрицы В  мультипликатив­
ной параметризацией любой невырож­
денной блочно-треугольной матрицей В* 
(для определенности нижней) в виде

£ > Д А А Г (7)
или соответственно

В  А  В! В, (8)
при условии

Йе1 А  * о , (9)
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когда обеснечивается ее симметричность 
и положительная определенность [4], а 
также уменьшается количество ее незави­
симых блоков, требующих непосредст­
венной идентификации из уравнения (4), 
то задача стабилизации нелинейных сис­
тем и в этом случае оказывается разре­
шаемой; это направление получило на­
звание жесткой стабилизации [5].

Постановка задачи
Аналитическая реализация методов 

прямого синтеза стабилизируемых систем 
зависит от свойств матрицы В. В случае 

5 е Я пххп, гапкБ = я, ЗВ'] (10) 
когда в замкнутой системе (3) матрица В 
не особая и имеет обратную, решение за­
дач прямого синтеза систем стабилизации 
удобно осуществлять методом кососим- 
метризации [6] уравнения Ляпунова (4), 
когда оно переписывается в виде

0 ( й + е ) + д л - г с ) ] +
2 , ( Н )

+ [~ Ф  + 0) + П{А-ВС)]‘' =0,

и затем удовлетворяется произвольной 
кососимметричной матрицей

5 + Д  = 0, (12)
так что

| А ' д 1 (А  + 0  + А ( И - |С ) .  (13)

В результате из (13) легко получает­
ся с учетом (10) выражение искомой мат­
рицы управления. Имеем

C’‘ B■'[A+l-D■'(b+Q+S)}, (М)

причем управление (14) обеспечивает 
стабилизацию любой нелинейной систе­
мы, даже априори неустойчивой, без ка­
ких бы то ни было условий стабилизи­
руемое™.

Задача значительно усложняется для 
матрицы В вида

В А А
в2\- (15)

При этом она обязательно должна 
подчиняться условию

Ні є Ктхт, гапкВг= т < п, ЗВ2 ',(16)

которое свидетельствует о том, что мат­
рица В имеет максимально возможный 
ранг, равный размерности управления т.

Структура (15) матрицы В опреде­
ляет следующее представление матриц А, 
С, 0  и А*:

А А
Аи Ап
А А ’ Л21 ґ122_

(17а)

С д [ С „ С 2], (176)

С) А вп 02
ат  0 2/

(17в)

7), А
а , о 
А 2 А

, ёе !Д  *0,і=1,2,(17г)

Из (7) с учетом (17г) легко получа­
ется "нижняя" матрица И

А = А, Аі А 2
АгАї Аг А і Аг + Аг.

, 0 8 )

если обозначить
И,, А  А Д 7', 1=1,2. (19)

Тогда аналогично для верхней блоч­
но-треугольной мат 

В І  А
0

>2,

А,
А А,А

эицы

, беї А, ф 0,1—1,2, (20)

учитывая (19), будем иметь "верхнюю" 
матрицу А вида

А = А1+А1А2А1 А1А2 
А2А1 А  2

. ( 21)

В результате уравнение Ляпунова 
(4) для нижней матрицы А из (18) будет 
эквивалентно трем матричным уравнени­
ям

Ац + А п (1Ап - ' В С +
+ ( Ч 1- 15 С ,) ГА п = - е , п,

(22а)

А г + А г[ !̂ 22 ~ А  (А  -С,А12)] +
+ [А 2 ~В2(С2 -С,А|2)]7 А22 = (226)
= -022 + 0 п Д 2 + А720>2 -  А,720 пА 2,

А Аг+А і[ Аг~ ДА -САз)А ̂ 22в)
+(И2ГА £ ) гД 2= -0 2 + 0  А 2 > 1 ;
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относительно блоков матриц (17а-в), а 
для верхней матрицы Ь  из (2 1 ) будем 
иметь соответственно
Ц\ + А Й ,  ~В\{С\ -С 2Д ,)]+
+ [ 4 , - 5 ](С ,-С 2А 1)Г Д 1= (23а)
= - 0*11 +4,0*2. + 0 *2,А , - 4 , 0 *22А р

^  22 А  2) 22̂ ( ^  22 ~ 4 ^ 4 )  + (2361
+ (^22  “  А А ) 7 4 г  = 0  *22 5

А2А 1+ Аг421+А14  1— 4(0 ~44|)]+('23в') 
+ (4 2- А С / А , = - 0 ‘2.+0*22А„ 1 ;
с учетом обозначений

А-цДАц + “АзАп ’ 42 — 42 + 42^22’ 
^ 2 2 ~ - А 2 2  ~  А 1Д 2Д. 4 ) 0  + 4 202> 2 2 4 )  

А, —4  1 ~А{2̂ 21> Ад_—А 1 —-'А 'А]’ 
А22̂ А 22 + 4>, 4г> А  А А  +2)2А г 
Отметим, что системы (22) и (23) 

состоят из трех уравнений каждая, пред­
назначенных для определения двух иско­
мых блоков С) и С2 матрицы управления 
(176) из (2), причем, поскольку третьи 
уравнения обеих систем зависят от обоих 
этих блоков, что позволяет формально 
выражать их один через другой, то все 
уравнения каждой системы могут счи­
таться равноправными, так что из двух 
любых в каждой системе можно опреде­
лить С] и С2, а оставшееся после исклю­
чения в нем матрицы управления интер­
претировать как условие стабилизируемо- 
сти. Подобный подход сводит решение 
задачи стабилизации к 6-ти различным 
алгоритмам как для системы (2 2 ), так и 
для системы (23), которые удобно пред­
ставить таблицей.

Таблица 1. Алгоритмы синтеза систем
стабилизации

Алгоритмы 1 2 3 4 5 6

Уравнения
(а) С\ С\ * с2 с2 *

(б) Сг * с, С, * с2
(в) * с2 с2 * С, с,

Из табл. 1 видно, какие соотноше­
ния (22) или (23) используются в каждом 
из шести алгоритмов для определения 
блоков С\ и Сг матрицы управления, а ка­

кие являются условиями стабилизируемо- 
сти (они обозначены звездочкой).

Цель работы состоит в дополни­
тельном анализе 1 -го и 6-го алгоритмов 
таблицы.

Анализ 1-го алгоритма жес­
токого синтеза систем стабили­
зации для верхней матрицы D

В работе [7] исследовалась реализа­
ция 1 -го алгоритма табл.1 для стабилиза­
ции нелинейных систем с использованием 
нижней матрицы D и уравнений (22).

Рассмотрим особенности реализа­
ции этого алгоритма для верхней матрицы 
D и уравнений (23).

Сначала упростим правые части 
системы (23), положив в ней

021 А 022 А, ’ 022 А Аг 022 Аг’
0п А 01, + А71022 Al > (25)

а также

D A  const, (26)
после чего уравнения (23) примут вид

А , [ 4 , “ 4 ( 0 - 4 А , ) ] +  (27,а)
+Й, -4 (4  - AAi)fAi =-0н» 4

_  4 2 ( ^ 2 2  ~ В 2С2) + (276)
+ ( 4 г  -  В2С2) D22 = ~D22Q22D22,

A2IA21 + A l  A l — B2(C] — C2A i )]+ (27b)
+ (Д 2 - A A f A i  =°-

Поскольку при условии (16) для 
матрицы В2 из (24) будет всегда сущест­
вовать обратная (произвольный вид мат­
рицы П21 как по структуре, так и по вели­
чине позволяет обеспечить это ее свойст­
во при любой известной матрице В\), то 
применяя метод кососимметризации в ви­
де соотношений (11)-(14) к уравнению 
(276), можно получить матрицу Сг непо­
средственно в виде

А  = В2 [А22 + ~  (022 + В22 ) А г  ] • (28)

Исключая ее далее в уравнении 
(27а), перепишем его, вводя обозначения

А 4 , + B JA 22 +

+\(Qn+s22)D12]D2„  в . = а д \ . . (



ж
следующим образом:
D\]CA\ ~ B xQ ) + ( A u —BxCx) t Dn =-<2n,(30) 

после чего получим для определения мат­
рицы Сі из (30) рекуррентную процедуру, 
детально описанную в [7]. К сожалению, 
ее реализация будет гораздо более трудо­
емкой, а структура более сложной из-за 
громоздкого обозначения (29), содержа­
щего £>2 2 .

Анализ 6-го алгоритма для 
верхней матрицы D

В работе [8] рассматривался 6-й ал­
горитм с использованием верхней матри­
цы D  для синтеза линейных систем стаби­
лизации, канонических по управлению.

Покажем, что его можно успешно 
применить для синтеза нелинейных сис­
тем стабилизации.

Обратимся к уравнениям системы 
(23), которые с учетом условий (25) и

Du A  const, Д 2 Д  const, (31) 
запишутся в виде

^Д ,[П і, - А ( С , - С 2Д , ) ] + (32а)
+ [A U - B ]( C , - C 2D2l) f D u = - Q u , ;

Д г  ( А 22 ~ В 2С 2) + ( Л 22 -  В 2С 2У  D n -  
= ~ D 22Q 22D 22 , (32 б )

А г Д і + D 22[A2] + D n Au В2{СЛ И2в3
- с л ) ]  +  ( 4 - ^ А ) ^ п =  о. 1 ;

Применим к уравнению (326) метод 
кососимметризации и найдем матрицу С| 
в явном виде. Она будет определяться 
выражением (28).

Подставим его в уравнение (32в) и 
после несложных преобразований выра­
зим из него С( в виде

с, АДУ Д а .+ а д Д Л ,-
, 2 (33)

где

А 2] ЛА21 + 0 21 А и +А 22-021 + / з д \

+ д ) ( Д 2- п г2 2 К ) д , + д 1,
Исключим матрицы С\ и С2 в урав­

нении (32а), используя их выражения

(28), (33). В результате получим с учетом 
обозначения (34) условие стабилизируе­
мое™

ДДДі ~ Д (Л і ~A22D2X)]+
+ ІА , -  В, (4 , -  а 22 d 2 , ) f  Du = - Q u- 
- D u Bt Q 22B j  D u.

(35)

Анализ 6-го алгоритма для 
нижней матрицы D

Упростим правые части системы 
(22) положив в ней

Qu&Qu, Д п Л  Д п Д 2,
Q*22AD22Q22D 22 + D[2Q \ \ D n , (36)

а также
D  =  const, (37)

после чего уравнения (22) примут вид
d uCa u- ' b c ]) +
+ ( Ч , - ' в с  ,) г Д ,  = - Q u >

D22['A21- B 2(C2- C lDn)] +
+['А22 -  В2(С2 -С ,Д 2)]'г D 22 -  - О х , 

D \ \^ A  l2- A , }D ]2-  'B(C 2- C , Z)12)]+ 
+ ( A 2r B 2C })TD 22= 0.

(38a)

(386)

(38b)

Применим к уравнению (386) метод 
кососимметризации. Тогда с учетом про­
цедуры (11) — (14) и условия (16) получим 
выражение

1
с2 - с , д  = в 2ГА22 + —(022+в 22)в 22]. (39)

Подставим его в уравнение (38в) и 
определим С] в явном виде. Будем иметь

(40)

В равенстве (40) обозначено
'А . М .  + Я '1 (А[2- В[2 А [, -  ]А'22 В!'Щ,,
ВЛВЛО 12 ’

В,АВхВг . (41)

Если исключить С] в уравнении 
(38а), используя (40), (41), то условие ста­
билизируемое™ примет вид

О иСАи - В , ]А 21) + СЛи - В А А 21)Пи = 
= - Q u - D u B ,Q 22B l D n , (42)

а матрица С2 из (39) определится выра­
жением

С2=В  2 ' [  'А 22 + 'А л  О 12 +  —  ( 0 2 2  +  В 22) 22 -

!
(Q22- s 22) b : d u d ]2] . (43)
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Выводы
Выполненные исследования позво­

ляет утверждать следующее:

* по 1-му алгоритму -  его реализа­
ция возможна как с "нижней", так и с 
"верхней" матрицей Д  причем в обоих 
случаях синтез матрицы управления С 
осуществляется рекуррентной процеду­
рой на 1 этапах и сопровождается (1-1 )-м 
условием стабилизируемости, но в случае 
верхней матрицы £> процесс синтеза ока­
зывается более громоздким;

= по 6-му алгоритму -  его можно 
использовать не только для синтеза ли­
нейных нестационарных систем, канони­
ческих по управлению [9], когда структу­
ра матрицы управления С синтезируется 
на первом этапе, а на последующих эта­
пах рекуррентной процедурой обеспечи­
вается выполнение условия стабилизи­
руемости и идентификация блоков мат­
рицы С, причем на каждом этапе прихо­
дится приводить соответствующую под­
систему к каноническому виду по управ­
лению (с обязательным обратным перехо­
дом в конечном результате), но и для син­
теза нелинейных систем стабилизации как 
с "нижней" матрицей П коэффициентов 
квадратичной формы с параметризацией 
нижней блочно-треугольной матрицей, 
так и с "верхней" матрицей Д  При этом 
для верхней матрицы I) матрица С\ ока­
зывается более сложной структуры, чем 
матрица Сг, а для нижней матрицы О -  
наоборот: выражение (39) для матрицы 
С) проще выражения (42) для матрицы Сф 
Что же касается условий стабилизируемо­
сти, то в отличие от 1-го алгоритма, где 
они сводятся к условиям Сильвестра по­
ложительной определенности 1 вспомога­
тельных матриц т-то порядка [9], в 6-м 
алгоритме при обеих матрицах О условие 
стабилизируемости сводится к условиям 
положительной определенности некото­

рой матрицы (п-т)-го порядка. Их реали­
зация требует дополнительных исследо­
ваний.
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