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Використання системоаналогового моделювання процесу відновлення сигналів на основі 
зміщених диференційних теіторовських перетворень істотно скорочує розмірність сис­
тем рівнянь і підвищує стійкість обчислення наближеного розв ’язку інтегрального рів­
няння Фредгольма першого роду, яким можна представити дану задачу.

Постановка проблеми і аналіз 
публікацій. Задача відновлення сигналів 
має велике значення при цифровій оброб­
ці інформації для складних радіо­
локаційних комплексів, в енергетиці в 
процесах контроля за режимами роботи 
енергооб’єктів і систем, з метою отри­
мання інформації про екологічну обста­
новку на території України.

Вихідна математична модель задачі 
відновлення представлена у вигляді інте­
грального рівняння Фредгольма першого 
роду [1]:

р
\Q {x,s)-y{s)ds = f { x \  ф

a
х  є  [S,y],s є \a,j3]

Для розв’язку некоректної задачі (1) 
необхідно за відомими fix)  і Q(x,s) знайти 
невідомий сигнал у(3), неспотворений 
вимірювальною апаратурою.

У роботі [2] розглядається метод си- 
стемоаналогового моделювання. На від­
міну від традиційного моделювання, суть 
якого складається в спрощенні математи­
чного опису об'єкта, системоаналоги бу­
дуються в класі складних систем, що ма­
ють складніший математичний опис, ніж 
об'єкт моделювання. Ступінь подоби ма­
тематичного опису системоаналогів сто­
совно до математичного опису оригіналів 
може оцінюватися такими критеріями, як 
подоба (ідентичність), еквівалентність і 
толерантність. Доцільність використання 
системоаналогового моделювання дове­
дена процесами і явищами, властивими 
складним системам. Об'єднанням систе­
моаналогів у вигляді складних систем

можна одержати надсистему, більш прос­
ту у функціональному відношенні, ніж 
підсистеми. Системоаналог складається з 
множини моделей, кожна з яких характе­
ризується неповним набором признаків 
подібності до модельованого об’єкту. 
Проте, об’єднання цієї множини моделей 
у системоаналог дає співпадання по пов­
ному набору признаків подібності до 
об’єкту моделювання.

Системоаналогове моделювання ви­
користовує системну аналогію для пере­
несення інформації про модель у вигляді 
складної системи на об'єкт моделювання. 
Системна аналогія, що реалізує відно­
шення толерантності, дозволяє одержува­
ти інформацію про об'єкт моделювання 
шляхом дослідження поведінки складної 
системи (системоаналогів) [2].

Мета даної роботи полягає в роз­
робці підходів системоаналогового моде­
лювання, в результаті якого сумісно ви­
користовувалися переваги окремих мето­
дів вирішення задачі відновлення для під­
вищення точності отримуваного розв’язку 
і ефективності використання кожного з 
цих методів.

Теоретичні дослідження. У
відповідності до системоаналогового ме­
тоду модель процесу відновлення сигна­
лів будується у вигляді складної системи 
різноманітних моделей (системоаналогів), 
що мають віддалену подібність з об'єктом 
(процесом), що моделюється. Концепцію 
системоаналогового моделювання зручно 
реалізувати на оснрві зміщених дифферен- 
ційних перетворень.
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Представимо методику системоана- 
логового моделювання задачі відновлення 
сигналів, яка складається з двох етапів.

На першому етапі позначимо підін- 
тегральну функцію в (1) як

=  (2) 
Функціональне рівняння (2) буде 

визначатися як перша модель системоа- 
налога [2].

На другому етапі апроксимуємо, 
г(х,к) при фіксованому х, аналітичною 
функцією, для якої відомий табличний 
інтеграл. Прикладом такої аналітичної 
функції може бути дробово-раціональна 
функція (апроксимація Паде) [3], або фу­
нкція вигляду г (х і,л) = А ( х ^ ве°Мі' (при
цілому Ь інтеграл береться аналітично). 
Тоді відома точна відповідність визначе­
ного інтеграла і функції ср(х,а,Ь,с) з відо­
мою аналітичною структурою визнача­
ється табличним інтегралом 

р
= <р(х„а,Ь) = Д х Д , (3)

Таким чином, друга модель систе- 
моаналога має вигляд (3), або 

<р[хп а,Ь\ = / ( х . ) ,
де а=(а0, а \,...... ,ат), Ь=(ЬиЬ2,...,Ьт)...

При фіксації х усередині інтервалу
хє[5, у], х = ( х і ,Х 2 ,... ,х г),г' = 1,г, з моделі (3)
одержуємо систему рівнянь для визна­
чення коефіцієнтів а, Ь апроксимуючої 
дробово-раціональної функції. Якщо кі­
лькість ТОЧОК ПО Х і  дорівнює кількості не­
відомих коефіцієнтів а, Ь апроксимуючої 
функції, то маємо систему рівнянь для 
визначення чисельних значень коефіцієн­
тів а, Ь апроксимуючої функції. Таким 
чином, згідно рівняння (3) будується ана­
лог підінтегральної функції у вигляді ана­
літичної функції

Т(х,,у) =
# 0  -Ь СІ] £  +  # 2

(4)

Рівняння (2) і (3) являють собою си- 
стемоаналог рівняння (1). Дійсно, він до­
зволяє знайти розв’язок у(я) по системній 
моделі, що містить у собі моделі (2) і (3).

Наведемо розв’язок рівняння (1)уЦ) 
у вигляді аналітичної функції уЦ,с), де

С-(Сь6’2, . . .,с„) -  вектор вільних коефіцієнтів, 
наприклад, степенним поліномом [4, 5].

т=п

У^,С) = ^ СУ  ■ (5)
т=0

Рівняння (2) при одному фіксовано­
му хі представимо у вигляді

г ( р ) = 0 ( П у ( я ,с ) .  ( 6 )
Для одержання системи рівнянь, що 

визначають невідомі коефіцієнти 
с=(с\ ,с2, ... ,с„), застосуємо диференційні 
перетворення [4, 5].

Z(k,c) = Q(k)*Y{k,c) 
або

г ( к , с ) ^ д ( к - і ) - ї ( і , с ) .  (7)
1=0

Застосуємо метод балансу диферен- 
ційних спектрів, запропонований 
Г. Є. Пуховим [6-8]. Переведемо в об­
ласть зображень аналітичну функцію (6)

2 ґґі~  = а0 + ахт + а2г +... + атт
\ + Ьхт + Ь2т2 +... + аптп 

де т=ИН. Тоді отримаємо:
\=п І=т

а д + у  Ь ,Щ -1 )  = ! > , » ( * - о .  (8)
1=0 1=0

Складемо рівняння балансу дифере- 
нційних спектрів (7) і (8):

2{к,с) = І ( к ) .  (9)
Послідовно привласнюючи цілі зна­

чення аргументу к=1,2,3,...з (9), складемо 
систему рівнянь, кількість рівнянь якої 
дорівнює кількості невідомих коефіцієн­
тів С=(СЬС2,...,С„)...

Розв’язуючи систему кінцевих рів­
нянь (9), знаходимо вектор вільних кое­
фіцієнтів, компоненти якого визначають 
невідомий розв’язок (5) рівняння Фредго- 
льма першого роду (1).

Переваги системоаналогового моде­
лювання при вирішенні задачі відновлен­
ня сигналу на основі ДТ-перетворень по­
лягають у наступному:

1. Відомо, що інтеграли визнача­
ються грубо, тому що їх апроксимації ря­
дами погано збігаються, а розкладання по 
власних функціях з обчислювальної точки 
зору складне. Цей недолік, пов'язаний з 
похибками наближеного інтегрування, 
усувається при використанні точного таб­
личного інтегралу.
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2. Відомо, що похибка підінтеграль­
ної функції мало впливає на похибку обчи­
слення інтегралів. Тому апроксимація піді- 
нтегральної функції може бути грубою, 
оскільки розв’язок буде стійким за рахунок 
фільтра нульового порядку, яким є інтеграл.

3. Системоаналог дозволяє побуду­
вати дві нелінійні системи низької розмі­
рності замість однієї системи рівнянь ви­
сокої розмірності з поганообумовленою 
матрицею, до якої зводяться відомі сітко­
ві методи моделювання. Це підвищує об­
числювальну стійкість.

Чисельний експеримент. Роз­
глянемо системоаналогове моделювання 
для розв’язку модельного прикладу на 
основі (1). Обрано ядро вигляду
(Хх, і') = В е А(м>2, яким, як правило, опису­
ється апаратна функція вимірювального 
приладу [1], де

В= ; А=3,92; Ж> =
Г(1-^)2,|і|<1
І  ( ф И

’ ( 10)

/ ( * )  =  0,743є-''98а'2 , хє  [-1,4; 1,4].
Наведемо алгоритм обчислень для 

прикладу (10) з використанням апроксима­
цій підінтегральної функції 2Ц)=б(х,5)->'(5) 
апроксимаціями Паде вигляду (4).

Для двох точок розкладання з рисун­
ку 1 вибрано Н - 0,25, ^  =0,25 і 5„г =0,75.
Тут зображення підінтегральних функцій 
обчислюються за формулою (7). Вибрано 
три дискрети диференційного спектру пі­
дінтегральної функції. На рисунку зобра­
жений додатній інтервал підінтегральної 
функції ЦТ) для перетину х=0 для двох 
точок розкладання.

Рис. 1. Апроксимація дробово- 
раціональними функціями для прикладу (10)

Розбиваємо інтеграл у (5) на суму 
інтегралів щодо точок розкладання, на­
приклад,

Іг,(5п - т ) ( і т+  +т)сіт +
0 0 он2, На
+ /  - т ) ( І т+  |г,(іу2 +т)сіт.

о о

Апроксимацію (4) виберемо у вигляді 

І + бл
Знайдемо формули для знаходження 

невідомих коефіцієнтів йго, а і, Ь.
г(я) + Ь$г(з) = а0 + ах ̂ ,

2(к)  + ЬН2(к -1 ) = а0ь(к) + а, Нъ(к - 1). 
Тоді три дискрети диференціального 

спектру зображення підінтегральної функції: 
2(0 ) = а0;
2(1) + ЬН2(0) = ахН 2(2) + ЪН2(\) = Ъ 

Звідси а0 = 2(0); ах = + ЬН2 (0);
н

Ь ~ -  , де 2і(к) обчислюються по
Н 2{  1)

формулі (7).
Якщо розв’язок відомий для розкла­

дання в нульовій ТОЧЦІ Л'у=5о=0 
у(£) = С0 +С,у + С2̂ 2 + С353 + С У , то пе­
рерахунок відомого розв’язку для нульо­
вої ТОЧКИ 5о = 0 в зміщену точку = і'о +т

у(т) = С0 + СЦ + С У  + С353 + С У , здійс­
нюється за формулами [4]
С 0 Сд *4" С ] ^0 +  ї 7 2 5 0* С 3 5 0 ^4*^0 5

С, = С[ + 2 чЗСз^д + 4 С450 ,

С2 = С2 +ЗС3£д +6С450 ,
Сг - С г + 4С450, С4 = С4 [4,5]. (11)

Аналогічно можна одержати коефі­
цієнти (17) для будь-якого порядку бага- 
точлена (2). При о̂=0 у (И ) С, = С ,.

Для ^  =0,25; хс= -0,25; #=0,25 по 
формулі (17) С0=0,8789; С, = -0,9375;

С2 = -1,6250, до=0,6879; щ= -2,4816; 
Ь= -0,5806.

Для =0,75; хс— -0,75; Н=0,25 
С0 =0,1914; С,= -1,3125; С2= -1,375, 
ао=0,0211; а\= -0,19; Ь- -3,73.
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Тоді інтеграл у (1) буде замінювати­
ся близьким йому: '
Нг . ч , яга0+ а ,5 , си ТТ аф-си ,\z(s)ds~ |—— ^-ds = ~ H + --° ■ _ ЧпІІ+ЬН\
0J 0J .1+bs b b2

Детальніший опис побудови ДТ- 
моделі рівняння (1) подано в роботах [4,5].

Відхилення представлення підінтег- 
ральної функції z{s) апроксимаціями Паде 
і правої частини рівняння (1) fix) для да­
ного прикладу:

0=2 Я 7=гн \
є  = 2- ]Г - ^ d r + Y j ) Z i ( s v. +f ) dr

V j=l 0 7=1 0 v
- /(* ,.)  = 0,0313.

Розглянемо іншу апроксимацію пі- 
дінтегральної функції z(s) -  апроксимацію 
функції zis) дробово-раціональними функці­

ями вигляду zis) = а° + ~  (локон Ан’єзі). 
1 + bs

Локон Ан’єзі вдало апроксимує гаусову 
криву, якою є підінтегральна функція, тому 
виберемо одну точку розкладання sv=0,5 і 
перепишемо цю функцію таким чином: 

z(s)+ bs2z(s) = a0 +als 
Z(k) + bH 2b(k -  2 )Z(k) = а0ь(к) + агН ь (к -1) 
Z(0) = а0 Z (  1) = аіН  Z (2) + bH 2Z (  1) = 0 .

Звідси формули для знахождення 
невідомих коефіцієнтів аО, a l, b будуть 
мати вигляд:

а0 = Z (0); ах = ; b = —?-(2)
Н н

Для 5V = а‘с=0; Я=0,5: 
по формулі (11) С0=Со=1; С, = С]=0;
С2 = Сг= -2, ао=1; «і= 0; Ь=5,92.

Для sv=0,5; я;с= -0,5; Н=0,5;
С0 =0,5625; Q  = -1,5; С2= -0,5, а0=0,211; 
аі=1,3905; Ь= -13,3276.

Замінимо (6) апроксимуючим інтег­
ралом:

н

І * *

= агЩІНуІЬ) + — 1п і 1+ ЬН21.
АЬ 2 Ь

Відхили представлення апроксимаці­
ями Паде для модельного прикладу (10):

є = 2
''я  я  >

Jz,-(iv. -т)4х+ Jz,-(sVy +х)Дх 
vo о 1 )

f i x  і ) =  0,0119.

Висновок. Розроблені в даній ро­
боті підходи системоаналогового моде­
лювання дозволяють сумісно використо­
вувати переваги зміщених диференційних 
перетворень і апроксимацій Паде для під­
вищення ефективності вирішення задачі 
відновлення. У порівнянні з відомими сіт­
ковими методами розв’язку рівняння Фре­
дгольма першого роду запропонований 
метод моделювання істотно скорочує роз­
мірність системи рівнянь і підвищує стій­
кість обчислення наближеного розв’язку 
(1), тому що використання розглянутих 
апроксимацій підінтегральної функції для 
задач відновлення сигналів, виражених 
інтегральним рівнянням Фредгольма 
першого роду в сполученні з використан­
ням зміщених ДТ-перетворень може істо­
тно спростити ДТ-модель цієї задачі.
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