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У роботі розглядаються класи фундаментальних інтерполяційних функцій. Розглянуто 
функції Шеннона-Котельникоеа, Лагранжа, фундаментальні поліноміальні сплати, фу­
ндаментальні тригонометричні функції ті фундаментальні тригонометричні сплати.

Постановка проблеми
Як відомо, однією із складових час­

тин систем енергетичного моніторингу є 
інформаційне забезпечення і програмні 
засоби оцінювання приоритетних показ­
ників, які дозволяють здійснювати опера­
тивний аналіз цих показників з допомо­
гою автоматизованих систем обробки да­
них. При цьому важливим є побудова ма­
тематичної моделі об’єкту моніторингу в 
системах обробки даних, на базі якої 
отримують якісні і кількісні характерис­
тики стану системи. Актуальною є також 
розробка і реалізація методів побудови 
моделей електричних сигналів, які харак­
теризують стан об’єкту моніторингу, а 
також методів обробки цих моделей з ме­
тою отримання оцінок параметрів стану 
об’єкту моніторингу.

Мета статті
В даній роботі розглядається один із 

методів” побудови моделей електричних 
сигналів^ при якому в ролі базисних фун­
кцій використовуються фундаментальні 
функції деяких класів. Однією з суттєвих 
переваг такого підходу є те, що в ролі ко­
ефіцієнтів узагальненого многочлена (або 
ряду) по цих функціях виступають миттє­
ві значення досліджуваних сигналів; в 
свою чергу, це дозволяє значно спростити 
алгоритми обробки таких моделей.

Основний матеріал
У теорії інформації важливу роль 

відіграє теорема Шеннона, згідно з якою 
фінітну функцію з обмеженим спектром 
можна відновити абсолютно точно, вико­
ристовуючи лише значення цієї функції 
на зліченній множині рівновідцалених 
значень аргументу. При цьому відновлю­
вана функція подається рядом Шеннона

8ІП 2

/(* )=  І  /
у = —сю 2Е.

х - -
X 2 і?т J

т ) 2їїії„
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де Рт -  верхня гранична частота сигналу.
Відомо, що для сигналів, які задано 

на скінченому проміжку, умови теореми 
Шеннона не виконуються; отже, ця тео­
рема має лише теоретичне значення. Від­
новлення реальних сигналів скінченими 
сумами ряду Шеннона відбувається з де­
якою похибкою і у багатьох випадках не є 
оптимальним.

Проте ідея подання сигналів уза- 
гальнененим многочленом по деякій сис­
темі функцій <рк(х). (к е  2  , 2  -  множина 
цілих чисел), коефіцієнтами якого є зна­
чення сигналів у деякі, не обов’язково рів- 
новідцалені, моменти часу, тобто у вигляді

/(*) = Е/(*А*КС*)’
к=0

де ф(кАх) -  значення сигналу у деякі мо­
менти часу, <рк (х) -  деяка система функцій,
і в теперішній час не втратила своєї актуа­
льності. Оскільки при реалізації цієї ідеї 
головним є вибір систем функцій <рк(х),
розглянемо умови, яким повинні задоволь­
няти функції таких систем більш детально.

Зрозуміло, що системи функцій, які 
можуть застосовуватися для такого по­
дання, на сітках д = {хі} повинні задово-
льняти співвідношенню

к = і; _ 
к Ф і. ’

( 1 )

Надалі такі системи функцій будемо 
називати фундаментальними системами 
функцій.
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Зауважимо, що область визначення 
функцій фундаментальних систем має бу­
ти у всякому разі не вужчою, ніж промі­
жок існування сигналу.

До фундаментальних систем функ­
цій, найбільш відомих на теперішній час, 
належать система функцій Шеннона, сис­
тема інтерполяційних многочленів Лагра­
нжа, система фундаментальних інтерпо­
ляційних поліноміальних сплайнів, сис­
тема фундаментальних інтерполяційних 
тригонометричних многочленів, і запро­
понована авторами система фундамента­
льних інтерполяційних тригонометричних 
сплайнів. Широке розповсюдження саме 
цих систем функцій пояснюється тим, що 
алгебраїчні і тригонометричні многочлени 
є лінійно щільними множинами у просто­
рах відповідно неперервних і періодичних 
неперервних функцій; поліноміальні ж і 
тригонометричні сплайни є вельми зруч­
ними узагальненими цих многочленів.

1. Система функцій Шеннона
будується на еквідистантних сітках, зада­
них всій чисельній вісі; властивості фун­
кцій цієї системи досить відомі (див. на­
др. [1]), і детально нами не розглядаються.

Перш ніж перейти до розгляду ін­
ших систем фундаментальних функцій, 
зробимо таке зауваження. Оскільки будь 
який відрізок [а,Ь] лінійною заміною 
змінних можна відобразити на відрізок 
[ОД] , надалі будемо вважати, що інтерпо­
льована функція /(х )  розглядається на 
відрізку [О, і ] . Припустимо також, що на 
цьому відрізку задано деяку сітку Адг,

= Ы £ о ’ 0 = Х0 < х1 < ... ,< х м =1.
Крім того, на відрізку [0, і] будемо роз­

глядати і еквідистантні сітки Адг,

2. Система фундаментальних 
многочленів Лаёранжа будується у 
загальному випадку на нерівномірних сіт­
ках, заданих на відрізку [0, і ] ; властивості 
функцій цієї системи також досить відомі 
і детально нами не розглядаються.

3.Система фундаментальних 
простих поліноміальних сплайнів.

Одним із варіантів поліноміальної ін­
терполяції є інтерполяція поліноміальними 
сплайнами. Нагадаємо, що поліноміальним 
сплайном степеня 2 т -1, т = 1,2,..., з дефек­
том сі, \<(і<т, який інтерполює функцію 
/ М  на сітці А^ називають функцію 
^2т-ід(/, А#,*) яка задовольняє умовам:

а) функція 52т_і^(./', Адг,х) співпадає 
з поліномом степеня 2 т  -1 , т = 1,2,... на 
кожному з проміжків [хм , хг ], і = 1,2,..., N ;

б) $ 2 т -и ( / ’ Л ;
с) ^2т-1,й(/> А *• */) =  Л хі№ = и •••»#)• 

Поліноміальні сплайни з дефектом й =1 
називають простими.

З означення інтерполяційних полі­
номіальних сплайнів випливає, що задача 
побудови сплайну є більш складною, ніж 
задача побудови інтерполяційного много­
члена, і зводиться до розв’язання системи 
лінійних алгебраїчних рівнянь, розмір­
ність якої визначається кількістю інтер­
поляційних точок; проте кількість нену- 
льових членів у кожному рівнянні цієї си­
стеми визначається степенем сплайна. 
Необхідність розв’язання системи рівнянь 
не дає можливості отримати формули, які 
визначають поліноміальні фундаменталь­
ні сплайни у явному вигляді; ми обмежи­
мося лише тим, що наведемо графіки цих 
сплайнів (рис. 1).

0 х 1

бічні сплайни



54

Зауважимо, що у поліноміальних 
фундаментальних сплайнів модулі мак­
симумів спадають із віддаленням від точ­
ки інтерполяції.

Широке застосування поліноміаль­
них інтерполяційних сплайнів в задачах 
моделювання сигналів, яке спостерігаєть­
ся останнім часом, пояснюється їх апрок- 
симативними властивостями. Ми обме­
жимося лише наведенням того факту, що 
на класах простих інтерполяційних пері­
одичних сплайнів реалізується попереч­
ник Колмогорова при наближенні класів 
періодичних диференційовних функцій 
(зауважимо, що класи періодичних функ­
цій мають певну симетрію екстремальних 
властивостей, в той час як на екстремаль­
них властивостях функцій, які задані на 
скінченому відрізку, суттєво впливає збу­
рююча дія кінців відрізка). Інакше кажучи, 
інтерполяційні поліноміальні сплайни на 
рівномірних сітках являють собою най­
кращий лінійний метод наближення класів 
періодичних диференційовних функцій, 
який у метриках деяких просторів гарантує 
найменьшу похибку наближення у порів­
нянні з будь якими іншими лінійними ме­
тодами наближення [3].

До переваг поліноміальних сплайнів 
слід також віднести і те, що при побудові 
сплайнів використовуються многочлени 
невисоких степенів (найчастіше третього 
степеня). Це пояснюється тим, що систе­
ма лінійних рівнянь, з якої визначаються 
параметри сплайну, ускладнюється з рос­
том степеня сплайну. Відзначимо, що по­
ліноміальні сплайни вперше надали мож­
ливості отримувати моделі сигналів з пе­
вними диференціальними властивостями, 
які, як відомо, відіграють неабияку роль в 
задачах моделювання і обробки сигналів.

Головним недоліком поліноміаль­
них сплайнів слід вважати те, що ці 
сплайни є составною функцією; це значно 
обмежує їх застосування в багатьох зада­
чах обробки сигналів.

4, Система фундаментальних 
тригонометричних многочленів.

Система фундаментальних тригоно­
метричних многочленів складається з 
многочленів (х), к = ОД,- • -, IV,
( N  = 2п +1, п = 1,2,- • -,), де N  -  кількість

вузлів інтерполяції, а п -  порядок триго­
нометричного многочлена. Оскільки вна­
слідок періодичності тригонометричного 
многочлена ї0(х) = ?дг(х), то система фун­
даментальних тригонометричних многоч­
ленів на сітці Ддг містить лише N  скла­
дових; многочлени їк (х), к = 1,2,-• -,ЇУ, цієї 
системи можна подати у вигляді

*к(х )=
sin п(х - Xq)sin 7l(x-Xj) 

sin n(xk -  x0) sin n(xk -  xx)
•••X

sin 7c(x- Xk_Y )sin я(х- Х к+і) 
sin %(xk -  X k _ x) sin K\xk -  xk+l)

sin я(х “ X a/)
X — 7 — ^  sm K[xk -xN)

Якщо інтерполяційна сітка є еквіди- 
стантною, то фундаментальні многочлени 
tk (х), к = 1,2,- • -, N,  порядку п  можна за­
писати простіше, а саме

tk { x ) - ^ - x  
* N

п
1 + 2^Г cos 2щ{х -  хк)

м
Графіки деяких фундаментальних 

тригонометричних многочленів на рівно­
мірній сітці наводяться на рис. 2.

о х і
Рис. 2. Фундаментальні тригонометричні 

многочлени

Система фундаментальних тригоно­
метричних функцій, породжувана деякою 
сіткою, є єдиною у тому розумінні, що 
існує лише єдинк система тригонометрии-
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них многочленів порядку п , яка задово­
льняє на цій сітці умовам (2).

Використовуючи систему фундаме­
нтальних тригонометричних многочленів 
д (х ), к = 1,2,- • •, И, інтерполяційний три­
гонометричний многочлен можна записа­
ти у вигляді

TrSx) = Y ^ f ( xk ) tk(x)■
к= 0

Якщо інтерпольована функція сама 
є тригонометричним многочленом, поря­
док якого не перевищує п , то інтерполя­
ційний тригонометричний многочлен 
співпадає з цією функцією.

Тригонометричні функції, що утво­
рюють систему фундаментальних функ­
цій, є періодичними з періодом 1, і задані 
на всій чисельній вісі. На практиці систе­
му тригонометричних фундаментальних 
функцій часто розглядають лише на пів- 
відрізку, довжина якого дорівнює пері­
оду; проте ігнорування періодичності ін­
коли призводить до певних прикрощів при 
інтерполяції тригонометричними функ­
ціями.

Тригонометричний многочлен на 
точно подає вихідні дані і з деякою похи­
бкою подає проміжні значення функції. 
Величина цієї похибки залежить від зада­
ної функції. Великі можливості тригоно­
метричної інтерполяції випливають із то­
го факту, що із зростанням П тригономе­
тричний многочлен на еквідистантних 
сітках інтерполює функцію з коливання­
ми, які весь час зменшуються. Для непе­
рервної функції з обмеженою варіацією 
тригонометричний інтерполяційний мно­
гочлен необмежено прямує до неї в кож­
ній точці даного інтервалу, коли кількість 
даних точок необмежено зростає [2].

Тригонометрична інтерполяція по­
вністю вільна від недоліків степеневої ін­
терполяції на еквідистантних сітках, яка 
була розглянута вище. Коливання похиб­
ки не мають тенденції зростати на кінцях 
проміжку, а зберігають однаковий поря­
док похибки на всьому проміжку. Отже, 
тригонометрична інтерполяція як з аналі­
тичної, так і з практичної точки зору, зна­
чно краще ніж степенева інтерполяція на 
еквідистантних сітках.

Оцінку похибки тригонометричної 
інтерполяції на еквідистантних сітках на­
ведемо лише для функцій класу 1Щ , тоб­
то для функцій з періодом 1, у якіх існу­
ють абсолютно неперервні похідні

а похідна / ^ г\ х )  є функцією 
обмеженої варіації, причому

у ( / и М ) < і .
0

Отже, оцінка похибки має вигляд:

/ ( х) - і л (х )
к=1

<

2К
кг

- + л/2"(г + і)х У ,
ч(Лг- « Г

де Уг -  варіація похідної г-го порядку, 
функції / ( х ) .

Враховуючи, що
Уг <1 Ьг

де Ьг -  константа Ліпшиця для похідної 
г -го порядку; маємо

4Н/М-Е**М
к=1

< -X

X Н Г г ( г +і ) ±
т-\ {П п)г+1

Нескладно переконатися, що для 
многочленів фундаментальної тригономе­
тричної системи на еквідистантних сітках, 
виконується умова

2 л М =1-
к=0

Дійсно, враховуючи що

N і\ і
Ї Л ( Х) =  Е Т 7 Х
к=1 к=1ІУ

N
N-1

2

1 + 2 ^  сов 2 Щ х —.хк)

після зміни порядку підсумовування, діс­
танемо

N N/V п  і
І < Щ ) = І 7 7 +
к=1 к=\М

N-1
2 N

+  2 ^  сов 2щх ^  сов 2тдхк + 
7=1 к=1



ж

N-1
2 N

+ 2 ]Г він 2щх £  8Їп 2щхк 
/=1  /с=1

О с к іл ь к и
N N
^со&2щхк -  5 >іп 2^  = 0 ,
/с=1 £=1

А? 1
а  І ~  =  1 .

к=1
о с т ат о ч н о  о тр и м у єм о

Х д  М = і -
к—0

Систем а тригоном етричних 
ф ундаментальних сплайнів

У з а г а л ь н е н н я м  с и с т е м и  ф у н д ам е н ­
т а л ь н и х  т р и г о н о м е т р и ч н и х  м н о го ч л е н ів  є 
с и с т е м а  ф у н д а м е н т а л ь н и х  т р и г о н о м е т р и ­
ч н и х  с п л а й н ів  [4]. Ф у н к ц ії  ц іє ї си с те м и , 
я к і м и  б у д ем о  п о зн а ч а т и  % ( г , х ) ,  н а  в ід ­

м ін у  в ід  ф у н к ц ій  ґк ( х ) , за л е ж а т ь  щ е  і в ід  

п а р а м е т р а  г ,г  =  1,2,---, р о л ь  я к о го  б у д е  

н а м и  р о зг л я н у т а  н и ж ч е . Ф у н к ц ії с и с те м и  
ф у н д а м е н та л ь н и х  ф у н к ц ій  в и зн а ч а ю ть с я  
т а к и м  ч и н о м

Кк(г,х)--

N -1
2

N 1 + 2 І  8 ] ( г , Ю х
У=1

. V у

Щ С](г,х)соьихк)+5] (г,х)$їп.ихк)\ } , д е

СДГ,Х):
С08 ]Х 

■г+1 + ;

+ і
т=1

сов(тИ  + Д  со$(тМ
+-

(тУ  + у ),+1 {тИ - ■\г+1

5 1 (*■»*) =
8Ш /Х

,г+1 +

Е
т=1

8Іп(тїУ + /)х . 8ш(тоіУ -  і)х 
[тМ + ] ) г+\ Л * (тЛІ -  у)г+1

£

X

і (г, Л^) =  - ( -  х

^(г + и г Г 1)+^(г + 1 ,-;Л '-1).
£ ( .,.)  -  у з а г а л ь н е н а  д зе та -ф у н к ц ія .

П а р а м е т р  г в и зн а ч а є  д и ф е р е н ц ій н і 
в л а с т и в о с т і т р и г о н о м е т р и ч н и х  с п л ай н ів .

Т а к  п р и  б у д ь  я к о м у  зн а ч е н н і г

% (г ,х )є  е п і ­
г р а ф ік и  д е я к и х  ф у н д ам е н та л ь н и х  

тр и го н о м етр и ч н и х  сп л ай н ів  п р и  р ізн и х  зн а ­
ч ен н ях  п а р а м е т р а  г н а в о д я т ь с я  н а  р и с . З, 

З а у в а ж и м о , щ о  у  т р и г о н о м е т р и ч н и х  
ф у н д а м е н т а л ь н и х  с п л а й н ів , я к  і у  т р и г о ­
н о м е т р и ч н и х  ф у н д а м е н та л ь н и х  м н о г о ч ­
л е н ів  м о д у л і м а к с и м у м ів  с п а д а ю т ь  із  в ід ­
д а л е н н я м  в ід  в у з л а  ін т е р п о л я ц ії.

Я к  ви п л и в а є  з н а в е д е н и х  ф о р м у л , 
д л я  п о б у д о в и  ф у н д а м е н т а л ь н и х  т р и г о н о ­
м е т р и ч н и х  с п л а й н ів  н е м а є  п о т р е б и  р о з в ’­
я зу в а ти  б у д ь -я к і с и с т е м и  р ів н я н ь . .

В  [4] п о к а за н о , щ о  к л а с  т р и г о н о м е т ­
р и ч н и х  с п л а й н ів  є  зн а ч н о  ш и р ш и м  з а  к л а с  
п о л ін о м іа л ь н и х  сп л ай н ів ;. зо к р ем а , к л а с  
п о л ін о м іа л ь н и х  с п л а й н ів  в к л ю ч а є т ь с я  у  
к л а с  т р и г о н о м е т р и ч н и х  сп л ай н ів . Ц е й  
ф а к т  д о зв о л я є  з р о б и т и  в и с н о в о к  п р о  те , 
щ о  а п р о к с и м а т я в н і в л а с ти в о ст і т р и г о н о ­
м е т р и ч н и х  с п л а й н ів  у  в с я к о м у  р а з і н е  г ір ­
ш і з а  а п р о к с и м а ти в н і в л а с ти в о ст і п о л ін о ­
м іа л ь н и х  с п л ай н ів .

0 х 1

Р и с . 3 . Ф у н д а м е н т а л ь н і т р и го н о м е т р и ч н і 
с п л а й н и  п р и  р ізн и х  з н а ч е н н я х  п а р а м е т р у  

г : а) г =  1; б) г =  2 ;  в) г =  5 ,
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Алгоритми побудови тригонометри­
чних сплайнів не залежать від степеня 
цих сплайнів, що ^відрізняє їх у кращий 
бік у порівнянні з поліноміальними 
сплайнами.

До недоліків тригонометричних 
сплайнів слід віднести те, що їх побудова 
вимагає більших витрат машинного часу, 
ніж інші розглянуті нами класи функцій; 
проте у багатьох випадках це недолік не є 
визначальним.

Наостанок зауважимо, що для фун­
даментальних тригонометричних сплай­
нів при будь яких значеннях г викону­
ється умова

N

і -
к= 0

Дійсно, розмірковуючи як і раніше,
маємо

N N 1

к= 1 к= 1™

N-1

1+ 2І > : 1(г,А0
м

>х

X[с .(г,х)со&( іхк ) +5 •(г,х)8Іп(/гл )]=
N-1

= Ет;+2 X 8]\г,И )хС ] (г,х)^со&ихк) +
к=1 ^  7=1 к=1

N-1

+ 2 X  ^ / ( а Ю5;-(г,х)х Х 8іп(Л )=1-
7—1 *=1

Висновки
1. Застосування функцій Шеннона 

для побудови моделей сигналів, заданих 
на скінченому інтервалі, не є оптималь­
ним; похибки моделювання оцінити до­
сить складно.

2. Фундаментальні многочлени Ла­
гранжа не спадають монотонно із відда­
ленням від вузла інтерполяції і погано 
моделюють сигнали на еквідистантних 
сітках; для оцінки похибки моделювання 
многочленом Лагранжа Ь ^(х)  необхідно
приймати припущення про існування не­
перервної похідної А + 1- го порядку, об­
меженої деякою константою С у+1. В той 
же час побудова многочленів Лагранжа 
вимагає найменшої кількості операцій 
порівняно з іншими розглядуваними кла­
сами функцій.

3. Поліноміальні сплайни, які є 
вдалою модифікацією многочленних на­
ближень, добре моделюють сигнали на 
еквідистантних сітках і є оптимальними 
класами наближуючих функцій для пері­
одичних сигналів; ці сплайни в принципі 
дозволяють узгоджувати диференціальні 
властивості досліджуваних сигналів і їх 
моделей, що у багатьох випадках має не­
абияке значення. Головним недоліком по- 
ліноміальних сплайнів є те, що вони яв­
ляють собою составну функцію, що знач­
ною мірою ускладнює алгоритми обробки 
сплайнових моделей.

4. Тригонометричні інтерполяційні 
многочлени добре працюють на еквідис­
тантних сітках і є зручними для побудови 
алгоритмів подальшої обробки моделей 
сигналів. Недоліком тригонометричних 
многочленів слід вважати відсутність 
зручних оцінок наближення і аналітич- 
ність отримуваних моделей.

5. Тригонометричні сплайни дозво­
ляють узгоджувати диференціальні влас­
тивості досліджуваних сигналів і їх моде­
лей, і не є составними функціями; отже 
вони вдало сполучають переваги поліномі- 
альних сплайнів і тригонометричних мно­
гочленів. Головним недоліком цих сплай­
нів слід вважати порівняно велику кіль­
кість операцій для побудови моделей сиг­
налів; проте у теперішній час у багатьох 
випадках цей недолік не є визначальним.
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