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ТРИВИМІРНЕ ОБЕРТАННЯ ОБ’ЄКТУ НАВКОЛО ДОВІЛЬНОЇ ВІСІ
Інститут кібернетики ім. В. М. Глушкова НАН України

На основі класичного алгоритму запропоновано новий варіант виведення формули для 
тримірного обертання навколо довільної вісі, який може бути практично застосований 
для автоматизації розрахунку польотів літаків, ротаційного переміщення роботів, 
комп ’ютерного графічного перетворення об ’єктів і обробки зображень.

Вступ
Процедура обертання об’єкту на­

вколо вісі використовується при побудові 
аксонометричних проекцій комп’ютерної 
графіки, представленні та обробці зобра­
жень, для опису та орієнтації обертаємого 
твердого тіла навколо точки відносно аб­
солютної системи координат. Якщо при 
цьому використовувати одиничні радіуси, 
то можливо зробити перехід від полярних 
координат до визначення тригонометри­
чних функцій як направляючих відно­
шень. Так, напрямні косинуси п}, П2, щ  є 
три складові компоненти одиничного ве­
ктора п (рис. 1). В авіації для опису руху

Рис. 1. Одиничний вектор п

повітряних суден використовується так 
звана третя система кутів Л.Ейлера 
(рис.2), якій відповідає наступна послідо­
вність виконання поворотів: рискання, 
або поворот ЩУ) на кут 'Р навколо вісі 
01, що співпадає з продольною віссю лі­
тального апарату; тангаж, або поворот 
Я(0) на кут 9  навколо вісі ОХ; та крін, 
або поворот Я(ф) на кут ф навколо вісі ОУ. 
Загальна матриця потрійного повороту

Я(% 0, ф), утворюється в результаті мно­
ження трьох матриць Я(9) , Я (О) та Я(ф). 
Однак для повного опису довільного гра­
фічного об’єкту недостатньо тільки трьох 
змінних -  рискання, тангажу та крену, а 
необхідно використовувати усі дев’ять 
елементів матриці повороту. Матриця по­
вороту визначає положення основних ві- 
сей обернутої системи координат віднос­
но абсолютної системи координат. Таким 
чином, матриці повороту дуже часто ви­
користовуються на практиці. Основою 
побудови матриць повороту є процедура 
обертання навколо довільної вісі, яку мо­
жливо використовувати як самостійно, 
коли положення вісі ще не зорієнтовано 
відносно інших систем координат, або 
після орієнтації для автоматизації обчис­
лень. Тобто матриця повороту є приват­
ним випадком обертання об’єкту навколо 
довільної вісі.
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Основна частина.
Існує дуже відомий [1], майже кла­

сичний, алгоритм обгрунтованого виве­
дення формули обертання об’єкта навко­
ло довільної вісі. Він використовує дода­
ткові геометричні побудування та апарат 
векторної алгебри. Дуже рідко виника­
ють спроби пошуку інших підходів щодо 
алгоритму виведення формули обертання 
навколо довільної вісі. Так, якщо пере­
творити формули, що відносяться до обе­
ртань на площині, у тривимірний простір, 
то можливо за допомогою комбінування 
операцій прогнозувати досягнення ре­
зультату, але цей підхід [2] є просте роз­
повсюдження двовимірного випадку на 
тривимірне обертання без власне її три­
вимірного обгрунтування та виведення. В 
другому [3] підході виконується виве­
дення формули тривимірного обертання *

як приклад побудови складного геомет­
ричного перетворення по його геометри­
чному опису. Цей варіант виведення ско­
ріше нагадує попередній підхід, ніж інше 
рішення, до того ж цей приклад має не 
загальний, а приватний характер, тому не 
слід розглядати його як досконалий зра­
зок обгрунтованого виводу формули. За­
дачею даної статті є пошук іншого варіа­
нту отримання необхідних компонент для 
формули тривимірного обертання навко­
ло довільної вісі з опорою на класичний 
алгоритм. Щоб зручніше було порівняти 
між собою пропонуємий та традиційний 
[1] варіанти виведення, використовуємо 
однакові позначення та перетворимо ри­
сунок таким чином, щоб він наглядно ві­
дображував обидва варіанти (рис.З). Для 
виведення формули приведемо декілька 
необхідних елементів та понять.

У,У

Рис. 3. Обертання точки навколо довільної вісі
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Зручним апаратом опису кінцевих 
поворотів рівномірного кутового руху в 
тривимірному просторі є представлення 
обертань за допомогою алгебри кватерні- 
онів, яку створів У. Р. Гамільтон. Коли у 
кватерніона О компоненти д/, я 2, ^дорів­
нюють нулю, то він є скаляром, тобто є 
звичайним дійсним числом Оі=Яо- Коли ж 
у кватерніона 0  компонента qo дорівнює 
нулю, то він стає вектором 
0 2=Я,і+Я2І+Язк тобто направленим відрі­
зком в тривимірному просторі, проекції 
якого на координатні вісі О* Оу, 0 : від­
повідно дорівнюють ql, q2, qз■ При цьому 
базові компоненти кватерніона і, у, к відо­
бразяться у вигляді направлених відрізків 
одиничної довжини, що розташовуються 
відповідно на вісях О х, О у, 0 2 декартової 
системи координат. Згадаємо, що одини­
чний вектор будь-якої орієнтації зветься 
ортом -  ця назва є скорочення слова «орі­
єнтація». Отже, в загальному випадку 
кватерніон 0  може бути представлений у 
вигляді суми своїх скалярної 0 / та векто­
рної Q2 частин 0=0/+02  . Позначимо
орт вектора Q2 через п = ОУ, де О- 
початок координат тривимірного просто­
ру (рисЗ). Він має довжину

|02| = ліяї+я22+я і
Для будь-якого довільного вектору 

<92 = ЯР + ЯгІ + Я?,к иєй одиничний век­
тор визначається співвідношенням

п = де

вектора, а

1021 є абсолютна величина 

і, j, к -  проекції одиничного
вектора п , що відкладені вдовж вісей ко­
ординат х, у, z відповідно. Звідси випли­
ває, що: пі = qi /  \02\ = cos a, n2 = q2/\Qi\ 
= cos Р , п3 = q3 t |0 2І = cos у, де: а, Д у
- кути між одиничними векторами п та
і, у, к , відкладеними по вісям координат х, 

у, і  . Оскільки точка Ог є довільна точка 
на вісі ОУ, а не кінець одиничного векто­
ра п , тобто 0,Жді, q2, Яз ), тому напрямні 
косінуси визначимо по наступним форму-

лам: cosa = Яг

л/?і2 + Я І + Я І

-  Пі, cos/3 =

Я 2
2 , 2 , „ 2  

+ Яі+Яг
=  П2, COS7=

і

Я з

Я і +ЯІ +ЯІ
пз. Таким чином, одиничний вектор зада­
ється у вигляді: п = щі  + и2у + п3к , або у

матричній формі: п -  [п/ П2 пз\.
Відмітимо, що для множення квате- 

рніонів виконується асоціативний закон, 
але не виконується комутативний закон, 
як і у алгебри матриць. У загальному ви­
падку додаток двох векторів тривимірно­
го простору, записаних у формі кватерні- 
онів, також уявляє собою кватерніон. Так, 
коли 0= [0, яі, Я2, Яз], а & = [0, яь Яз, 
Яз.], то їх додаток в цьому випадку
0 0  і = -0202 + 02 х б 2 > ПРИ Цьому векто­
ра розглядаються як окремий випадок 
кватерніонів. Справа у тому, що саме по­
няття додатка двох векторів запозичене із 
зчислення кватерніонів. При цьому взяту 
зі знаком мінус скалярну частину того 
кватерніону, який отримується в резуль­
таті множення двох векторних частин 
кватерніонів-співмножників в векторному 
зчисленні прийнято називати скалярним 
добутком двох векторів, без нагадування, 
що це є частини кватерніонів, а векторну 
частину того ж додатку кватерніонів в ве­
кторному зчисленні прийнято називати 
векторним добутком двох векторів.

Процедура тривимірного обертання 
навколо довільної вісі полягає в лінійно­
му переносі зображення, обертанні на­
вколо початку координат та зворотному 
лінійному переносі в вихідні положення.

Отже, допустимо, що існує довільна
вісь обертання (Ж, яка зміщена таким 
чином, щоб вона проходила через початок 
координат 0 системи координат хуг 
(рис.3). Нехай точка виконує обертання
на зміщеному об’єкті навколо вісі ОИ, 
яка перпендикулярна площині 5, на кут в 
по траєкторії кола радіусу і?, що розташо­
вано на цій площині. Розглянемо ділянку 
цієї траєкторії між положеннями цієї то­
чки Р та Р*, при цьому перше положення 
оберемо за початкове, а друге , після ви­
конання точкою операції обертання на 
кут в, - за перетворене. Зорієнтируємо до­
вільну вісь обертання за допомогою сис­
теми координат з центром 0т  та напра-
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вимо вздовж довільної вісі 0N , одинич-
ний вектор п .

Визначимо скалярний та векторний 
добутки векторів, які необхідні при ви­
сновках векторов Р і Р *. Оскільки Р
= [х у  г і], а п = \пі П2 пз ], тому скаляр­
ний добуток Р - П - Х П ]  + У П 2  +  Ї П з  МОЖЄ 
бути вираженій у матричній формі 
наступним чином:

Р п -  [х у Z І]'

«і

п2

«з
1

. Справедливий

т а к о ж  з в и ч а й н и й  в и р а з  с к а л я р н о г о  д о б у т ­

к у :  Р -п = |Р| • |л | • COS (р = |Р| • COS (р, о с к і л ь к и

\п\ = 1, і д  е ф -  кут між векторами Р та

Векторний добуток представимо 
співвідношенням:

0 «3 - п 2 0

~ пз 0 «і 0
п2 -« і 0 0
0 0 0 1

п х Р  = [xyzl]-

Справедливий також звичайний ви­
раз векторного добутку:
п X Р = |л| • |Р| • sin (р = |Р| • sin (р, оскільки

|и| =1, і де ф — кут між двома векторами п

та Р .
Перетворена точка Р* буде мати ко­

ординати [х*у*г*1] відносно перетвореної 
системи координат х*у*г*, вісі та початок 
координат якої співпадають з вихідною 
системою координат хуг.

З метою подальшого порівняння 
розглянемо спочатку окремо традиційний 
шлях та пропонуємий.

Традиційний [1] шлях виведення 
формули потребує наступних геометрич­
них побудувань: точки Р та Р* з'єднають­
ся між собою(цей вектор не використову­
ється при виведенні, але він є на авторсь­
кому рисунку [1]), з початком координат 
Оху: та точкою О2 спрямованими вектора­
ми та перпендикулярно площині, де роз­
ташований векторний трикутник ОРО2, з 
точки Р* опускається перпендикуляр Р*Б

на вектор ()2Р у точку 5і. Із розглядання 
трикутників ОО2Р*, ОгР*Б та ОО2Р скла­
дається система наступних равенств:

0Q2 +Q2P* = о р*

Q2P*=Q2S + SP* ,

0Q2 +Q2P = OP , або Q2P = 0 P -0 Q 2. 
Довжина вектора Q2S , що спрямований 
вздовж вектора Q2P , визначається спів­
відношенням Q2S  = Q2P 

модулі векторів 

кола, то замість

■cosв. Оскільки 

як радіусиQ2p  = Qip t

підставляється мо-Q2p

дуль (22Р ’ • При цьому модуль змінюєть­
ся на різницю між векторами, тобто:
Q2S  = 0 P -0 Q 2 ■cos в . Далі другий вираз 
підставляється у першу рівність замість 
Q2P* , а потім Q2S , змінюється на остан­
ній вираз:

0 ^  =
OQi +Q2P *  —  0Q2 +
Q2S + SP' = OP -  0Q •cos 0 + SP*.

Довжина вектора SP* визначається як:

S P *  = Q2P ' • sin в  + Q2p ■ sin 9 = 0P + 0Q2 ■ sin в.

Оскільки напрямок вектора БР* перпен­
дикулярний площині PQ2N, то вектор:

п х РSP* =
М •sm<p

0 P -0 Q 2 -sin#,

де: OP-sin^ = \Q2P = 0P + 0Q тобто:

SP" = (я x p)-sin в. Тоді
OP* = 0Q2 + (oP -  0Q2 )• cos в  + (л x p)- sin в. 
Оскільки вектор 0Q2 є проекція вектору
0Р на вісь обертання 0 N , то 0Q2 визна­
чається співвідношенням
(рх л)= ІРІ ■ cosip, а напрямок 0Q2 спів-

падає з напрямком одиничного вектора п .
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Використовуючи рівність 00, =[Р -п) п , 
отримаємо:
0Р" -  (р• л) • п -(і -  СОЭ#) + Р ■ СО30 + [п X р) • БІП̂  
Із наведеного виведення зробимо висно­
вок, що його основою є побудова вектора
0 2Р  за допомогою спрямованих вздовж
нього векторів (.)25 та 5Р, а потім зміна 
побудованого таким шляхом вектора 
0 2Рна вектор02Р * , тому, що вони обид­
ва є радіуси кола.

Для розглядання пропонуємого ва­
ріанту виведення формули повернемось у 
початок геометричних побудувань та 
опишемо їх разом. Отже, зробимо допо­
міжні геометричні побудування: з'єднає­
мо точки Р та Р* з початком координат 
Оху: та точкою 0 ? спрямованими вектора­
ми та перпендикулярно площині, де роз­
ташований векторний трикутник ОРО2, з 
точки Р * опустимо перпендикуляр Р*5 на
вектор ()2Р  у точку 5, яку також з'єднає­
мо векторами 05 (додатковий вектор), 
0 2 5 та 5Р* з початком координат 0 ^  та 
точками 02 та Р* відповідно.. Нехай век­
тор 0Р має з віссю ОІУ кут ф. Тоді спра­
ведлива система наступних рівностей:
0Р = 00^ + 0 ^ ,
05 = 00 2+ 0 25 , (додаткове рівність)
0Р* = 05 + 5Р *, (додаткове рівність)
0 ^ = 0 0 7  + & Р 7 -___
Оскільки 0 25 =| 0 2 Р  * І * cos в = R •

cos6=\ 02Р І' cosd, то використуємо новий 
напрямок:
W * = ö s +W * - öq2+ q ^ +sF * = ö q2+\

0 2Р |' cosd + SP *,

ОР' = [я У І]' [«і

+ [х у  Z 1] • cos в  + \х У

0 2Р = ОР-О02, 5Р* = |Р| • Sind = |0Р -

0 0 2І' sind.Тоді 0Р * = 002+10 Р -0 0 2І‘
cosd +| ОР-О0 2 І' sind. Отже, виведення 
майже завершено. Залишилось тільки 
зробити необхідні підстанови.

Врахуємо положення векторів у 
відповідних площинах та їх напрямки.
Довільний вектор 0 2  є проекція вектора
Р на вісь обертання 07V, величина якої 
визначається співвідношенням скалярно­
го добутку, а його напрям співпадає з на­
прямом одиничного вектора п . Рівняння 
вектору Р* можливо записати через ви­
раз ДОВІЛЬНОГО вектору 02, скалярний до­
буток різниці між вектором Р та довіль­
ним вектором 0 2 , а також векторний до­
буток одиничного вектору п та вектору 
Р , тобто:
ОР* = О02(1- cosd )+|0РІ* cosd + |0Р -

0 0 2І' Sind.

З урахуванням скалярного та векторного 
добутків векторів отримаємо наступне:
0Р*=(10Р |-1 и |) • и • (1 -cos#)+0Р- cos#+(и х ОР) • sin# 
або:
Р*=(Р"п)‘гг (1- cosd )+Р • cosd+ (пхР)- sind.
Це рівняння описує перетворену точку 
через координати вихідної точки, кут 
обертання та напрямні косинуси вісі обе­
ртання. Далі все виконується за класич­
ним варіантом[1]. Тепер запишемо це рів­
няння у матричній формі, використовую­
чи при цьому матричні форми запису ска­
лярного та векторного добутків:

п3 і] -(1 -  cos#) +

0 - пз - п 2 0

" « з 0 «і 0

п2 - « 1 0 0

0 0 0 1
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Винесення за лапки рівняння точки у матричній формі дозволить отримати іско- 
мий вираз для матриці обертання навколо довільної вісі:

и,2 + (1 -  л 2) cos 9
nln2(\ -  cos 9) + 
+ л3 sin 9

л,л3 (1 -  cos 9) -  
-  n2 sin 9

0

R =
n1n2 (1 -  cos 9) -  

-  пъ sin 9
n\ + (1 -  n \)cos 9

л2л3 (1 -  cos 9) + 
+ nx sin 9

0

n1n3( 1 -  cos 9) + 
+ n2 sin 9

л2л3 (1 -  cos 9) -  
-  л, sin 9

nз + (1 -  л3 )cos 9 0

0 0 0 1
Таким чином, виходить, що для виконання довільного обертання точки Р необ­

хідно знати координати циєї точки, напрямні косинуси вісі обертання [пі, П2, пз] та кут 
повороту в.

Якщо ВІСЬ, навколо ЯКОЇ виконується обертання, проходить через точку [ 14І, ї42, 
Ї4з, 1], то рівняння перетворень у матричній формі визначається наступним виразом:

її-
o'
0
0
1

Введемо наступні умовні позначення для елементів матриці обертання R : гц -  
= nf+(l  - п\) -cos в; гі2  =  щ ‘П2'(1- cos в) +  щ 'sin 9; 
ги  =  пі'пз -(1 -  cos 9) -  п2-sin 9; г2і =  прпуД- cos 9) -  пз-sin 9;
V22 =  п22 +  (1 - п22) ■ COS в; Г23  =  П Пз'(1 -  COS 9) +  п 1 -sin 9;
Гзі = Пі П3- (1 - cos 9) +  n2'sin в; гзі =  п2'пз'(1 -  cos в) -  пі -sin 9; 
гзз = пз2 + (1 - пз2) ■ cos 9;

[x Y Z h ] = [x У z 11 - 2 W * • T
1  Imn =[* У z

1 0 0 0" ru Г Х2 Г 13 0 ’ ' 1 0 0
0 1 0 0 r2l Г 22 Г 23 0 0 1 0
0 0 1 0 rn Г 32 Г 33 0 0 0 1
4̂1 ~ * 4 2 ~ Дз 1 0 0 0 1 } ax 4̂2 Дз

де: пі, П2, пз -  складові одиничного век­
тору -  напрямні косинуси вісі обер­
тання ; в - кут обертання;
п = щі + п2]  + п3к - одиничний базис.

У якості прикладу розглянемо обер­
тання точки Р на кут ф навколо вісі ор­
динату. У цьому випадку пі = 0;пз = 0; п2 
= 1 та матриця Я прийме вигляд:

cos <р 0 -  sin (р 0 
0 1 0  0

sin (р 0 cos (р 0
0 0 0 1

що співпадає з матрицею, яка використо­
вується для обертання площини хг- відно­
сно вісі у.

Висновок
Таким чином, замість побудування 

рівності суми складових компонент век­
тора (22Р з векторів Q2S та $Р запропо­
нований інший шлях -  через допоміжний 
вектор ОБ. Існування ще одного варіанту

виведення та отримання формули триви­
мірного обертання навколо довільної вісі, 
яка використовується на практиці для ав­
томатизації обчислень польоту повітря­
них суден, переміщень роботів, аксономе­
тричних перетворень графічних об’єктів в 
комп’ютерній графіці, обробці зображень 
та багатьох інших випадках, дозволяє ма­
ти запасний шлях можливих розрахунків, 
коли то тим чи іншим умовам яка-небудь 
із складових компонент стає невідомою 
(тобто зникає), а також для контролю та 
резервування систем обчислень з метою 
підвищення їх життєздатності.
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