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Виконано порівняння ефективності динамічних методів моделювання процесів базі осно­
вних та зміщених диференціальних перетворень. Це показує, що використання зміщених 
диференційних перетворень забезпечує зменшення високої оцінки межі похибки.

Постановка проблеми
Для дослідження динамічних проце­

сів, що описуються системами нелінійних 
диференціальних рівнянь, використову­
ють різноманітні методи, серед яких чіль­
не місце посідають чисельні методи. Але 
такий підхід не виправдовує себе, напри­
клад, в задачах оптимізації, де чисельне 
розв’язання є складним у обчислюваль­
ному відношенні і при цьому не гарантує 
знаходження оптимального значення. Та­
кож великий обсяг обчислень перешко­
джає розв’язанню задач у реальному і 
прискореному часі, що є необхідною умо­
вою в системах автоматичного керування.

Аналіз досліджень і публікацій
В [1] для розв’язку нелінійних гра­

ничних задач застосовувались основні 
диференційні перетворення [2], які дозво­
ляють звести складну задачу синтезу оп­
тимального керування до задачі розв’язку 
кінцевих рівнянь. В основних диференці­
альних перетвореннях точка розкладу 
оригіналу в ряд Тейлора розташовується у 
початковій точці часового аргументу Г = 0. 
Таке розташування точки розкладу оригі­
налу суттєво обмежує довжину інтервалу 
часу, на якому розв'язується задача опти­
мального керування. Зміщені перетворен­
ня, на відміну від основних, одержані 
шляхом переносу центру розкладу оригі­
налу в степеневий ряд Тейлора із точки 
і = 0 в зміщену точку Ц. При цьому вико­

ристовуються дві моделі в області зміще­
них перетворень -  пряма модель (від змі­
щеної точки до кінця відрізка) та модель у 
зворотному напрямку (від зміщеної точки 
до початку відрізка). Це дозволяє розши­
рити припустимий інтервал розв’язку, 
обмеження на який визначається радіусом 
збіжності ряду Тейлора, а також підвищи­
ти точність розв’язку.

Мета роботи
Метою даної роботи являється порі­

вняння методів зміщених та основних 
диференціальних перетворень для моде­
лювання динамічних об’єктів і процесів 
та аналіз і обгрунтування ефективності 
зміщених диференціальних перетворень.

Порівняння ефективності ос­
новних та зміщених диференціаль­
них перетворень

Нехай х(ї) -  аналітична функція, яка 
описує детермінований динамічний про­
цес. Функція х(і) розглядається на відріз­
ку часового аргументу Н >ї>0, де Н  виби­
рається всередині радіусу К збіжності ря­
ду Тейлора: Я>Н>0. Будемо вважати, що 
аналітична функція х((), що диференцію­
ється будь-яку кількість разів в довільній 
точці /є [0,  Н], має похідні т-го порядку, 
обмежені в сукупності для будь-якого ці­
лого т> 1 так, що

|х(т)( 0 І < С < + ° о ,  *Є [0 ,Я ] .  (1)
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Застосуємо до функції x(t) основні 
ДТ-перетворення

Х(к) = / г
к\

dkx(t) \*

Jl=0

тіх< )= а^Ь гд а(2)
к=0\П J

і зміщені ДТ-перетворення вигляду

- Іі=0

А:!
\*

dkx(tv+ т)
_x(/v +т) =

Я - гvy

к\

х+Ж

dkx(tv-  т)
скк

(3)

_ * ( 'v  - t )  =

т=0

- Z
к=0

' т *
v'vy

х~Ж

де X I (к) та Х Ц к) -  дискретні функції 
цілочисельного аргументу £=0,1,2,..., що є 
зображеннями функцій х(С+г) та х(С- г) 
відповідно; г -  локальний часовий аргу­
мент; значення якого обирається в межах 
Я>г>0; точка зсуву А вибирається в ме­
жах Я>/1>0. Величини дискретних функ­
цій Х Ц к ) та Х~ (к) при цілочисельних
значеннях аргументу к називаються дис­
кетами відповідних диференціальних 
спектрів.

Обмежимо число використовуваних 
дискрет диференціальних спектрів Х(к) і 
Х ік )  деяким заданим числом q>0 так, що 
цілочисельний аргумент к= = 0 , 1 , 2 В 
загальному випадку, при обмеженні числа 
використовуваних дискрет диференціаль­
них спектрів Х(к) і ХЛк) виникає похибка 
в процесі зворотних перетворень у формі 
рядів Тейлора вигляду (2) і (3).

Відомо [3], що оцінка зверху похиб­
ки |є0| основних зворотних перетворень
(2) дається виразом 

Н д+1
№ sup • (4)

( ї  + 1)! 0 <t,<H

З урахуванням обмеження (1) вираз 
(4) представимо у вигляді

(5)

Зміщені зворотні перетворення (3) 
покривають часовий інтервал [0, Н] двома 
відрізками ряду Тейлора на часових ін­
тервалах [0, /V] і [/у, Н]. В результаті по­
хибка апроксимації функції х(ґ) двома 
відрізками ряду Тейлора на цих інтерва­
лах має дві складові єіс і Єгс, які оціню­
ються зверху таким чином

<
*ч+1

—-----sup
( q  + 1 ) !  о <r,<fv

,(?+D f t ) (6)

£2CP
( H - t v)g+1 sup хКЧ ’( t j ) . (7)

(#  +  1)! tv <tj<H
На підставі обмеження (1) можна 

зробити висновок, що
С, = sup

0«; <ty

ty <t,<H

(?+1)ft)| — С < +оо, (8)

:(?+1)(гу)|<С<+оо. (9)

Дійсно, якщо (д+1)-а похідна функ­
ції х(ґ) досягає максимального значення 
на інтервалі (0, Г„), то Сі = С, інакше 
Сі<С.

Аналогічно, якщо {д+1)-а похідна 
функції х(ґ) має максимум на інтервалі (С, 
Н), то Сг = С, інакше Сг<С.

ОЦІНКИ ПОХИбоК Є іс  (6) І Є2С (7) з 
урахуванням обмежень (8) і (9) предста­
вимо у вигляді

<С
f q+\

07 + 1)!
( 10)

'2С < с ( Я - с Г 1
( 11)

(9 + 1)!
Перетворимо оцінки (10), (11) в оці­

нки відносних похибок. Виберемо за базу 
порівняння верхню оцінку похибки (5) 
для основних перетворень. Оцінки похи­
бок (10), (11) зміщених перетворень по 
відношенню до верхньої оцінки похибки 
(5) основних перетворень мають вигляд

'1C * 9 +1

'2С

я ?+1

( Я - с Г 1
я ?+1

( 12)

( 13)
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З виразів (12), (13) випливає, що при 
виборі точки зсуву /у в межах часового 
інтервалу [0, Н] складові відносних похи­
бок змінюються в межах

0< ЄІС <1, і = 1,2. (14)

Проте, складові відносних похибок 
конфліктують між собою. Зменшення од­
нієї складової похибки призводить до збі­
льшення іншої складової і навпаки.

Тому розв’яжемо задачу оптималь­
ного вибору точки зсуву за нелінійною 
схемою компромісів [4], поставивши за­
дачу двокритеріальної оптимізації. Вибе­
ремо за часткові критерії максимально 
можливі значення складових відносних 
похибок (12)і (13)

M O *
f q+\

І гЮ<

нч+1 ’

( # - 0 9+1

(15)

(16)нд+1
Межі зміни часткових критеріїв 

(15), (16) визначаються виразом (14)
1>/і>0, 1>/2>0. (17)

Ставиться задача векторної оптимі­
зації критерію якості /=  (/і, /2) за змінною 
/у в межах обмежень (17). Цю задачу 
розв’язуємо за нелінійною згорткою част­
кових критеріїв [4]

m i n  I ( tv )  =  m in
1
f q+\

1

1- - 1- (Я -С ) q+l
.(18)

H q+l H q+l
Вираз (18) перетворимо до вигляду

m i n /  (tv) =  m i n / / 9+1
1 -+- 1 .(19)

н д+' - с '  Hg+'-(H -tvy+1 
Необхідна умова екстремуму функ­

ції однієї змінної /(і у)
дІЮ

dt
= 0 . (20)

Підставляючи в (20) вираз (19), ма­
ємо рівняння

tq, (H - t vy- +
(H q+l~ c xf  [.H 4+' - ( H - t vy +l]2

Рівнянню (21) задовольняє корінь 
Гу= Я/2.

Відомо, що функція /(Я) в межах 
обмежень (17) унімодальна за умови опу­
клості часткових критеріїв (15), (16) [5].
Отже, точка зсуву /у = Н/2 доставляє Па- 
рето-оптимальний розв'язок двокритеріа- 
льній задачі (15) - (17) при <?>1. Часткові

критерії (15), (16) в точці ґу= Н/2 прий­
мають значення

1
А°
( нЛ тО { н\1и =  / ,
Д  2 ) Z

l V 2 J 2 Ч+1
. ( 22)

Розглянемо повну похибку зміще­
них перетворень Єс -  Є\ с  + Є2С по відно­
шенню ДО верхньої ОЦІНКИ похибки Є о 

основних перетворень

(23)є с Є 1С +
£ 2С

So

о
:со О
:со

З врахуванням (12), (13) вираз (23) 
при виборі точки зсуву /у = Н/2 приймає 
вигляд

Є Г і 1

^0
2 ? + і +

2 Ч+Х
= —  = 2~? 

2Ч
(24)

Звідси випливає висновок, що оцін­
ка зверху похибки зміщених перетворень 
в 2Ч раз менше оцінки зверху похибки 
ОСНОВНИХ перетворень при /у = Н/2, тобто

s J < 2 "O’ (25)
де д -  кількість врахованих дискрет дифе­
ренціальних спектрів ХЛк) і Х(к) поверх 
нульових дискрет Д (0) і ДО), тобто число 
q рівно номеру останніх врахованих дис­
крет диференціальних спектрів Х^к) і 
Х(к).

Визначимо нижню оцінку похибки 
зміщених ДТ-перетворень (3). З розгляду 
зворотних зміщених перетворень (3) ви­
пливає, що непарні дискрета диференціа­
льного спектру Х^к), помножені на мно-

жник
= 0 .(21)

, дають добуток з різними
\  н .

знаками, оскільки локальний аргумент 
г<0 на інтервалі [0, /у] і ґ>0 на інтервалі
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[Я Я]. Тому непарні члени рядів Тейлора 
на інтервалах [0 , Іу] і [я, Н] для довільної 
аналітичної функції х(г) мають різні знаки 
при ненульових непарних дискретах ди­
ференціального спектру Х^к).

У випадку ненульових парних дис­
крет диференціального спектру Х^к) чле-

ни рядів Тейлора т
Я

\*

X v ( k )

( Л кн----Х ч(к) відповідно на інтервалах
V Н )
[0, Я] і [я, Н] мають однакові знаки.

Звідси випливає висновок, що похи­
бки Є\с і &іс можуть мати різні або одна­
кові знаки. Випадок однакових знаків по­
хибок Єю і Є2с врахований при висновку 
оцінки зверху (23) - (25) похибки єз = £\с
+ Єіс-

У випадку різних знаків похибок Є\с 
і Є2с і рівності їх абсолютних значень оде­
ржуємо НИЖНЮ межу похибки Єстіп ~ 0. З 
урахуванням нижньої межі оцінки похиб­
ки зміщених перетворень |вс | > 0  і оцін­
ки зверху (25) встановлюємо діапазон 
зміни похибки зміщених перетворень при 
ty = H/2

0 <|єс|< 2"?|єо| . (26)
З виразу (26) випливає висновок про 

те, що зміщені ДТ-перетворення (3) при 
обмеженій кількості q дискрет диференці­
ального спектру Ху(к) дають можливість 
отримати точне значення довільної аналі­
тичної функції х([) в точці ї = Н при вико­
нанні умови (1).

Основні ДТ-перетворення (2) дають 
точне значення аналітичної функції х(ґ) в 
точці ґ = Я  тільки в окремому випадку, 
коли х{і) є поліном ступеня п<ц. В інших 
випадках похибка основних ДТ- 
перетворень (2) |є0| > 0 для обмеженої кі­
лькості д<+со дискрет диференціального 
спектру Х(к). Похибка |є0| > 0 не може бу­
ти зведена до нуля розбиттям відрізка [0 , 
Я] на будь-яке кінцеве число Я<+оо, оскі­

льки нульове значення похибки основні 
ДТ-перетворення (2) дають в загальному 
випадку на довільному ненульовому ча­
совому відрізку тільки при врахуванні не­
скінченної кількості членів ряду Тейлора 
або дискрет диференціального спектру 
Х(к).

З аналізу виразу (26) випливає, що із 
збільшенням числа <7 врахованих дискрет 
диференціального спектру Х^к) верхня 
межа оцінки похибки зміщених ДТ- 
перетворень (3) зменшується за показни­
ковим законом і в границі при |є0| > 0 і
д—»со прямує до нижньої границі, рівної 
нулю.

Звідси випливає, що ефективність 
застосування зміщених ДТ-перетворень 
(3) в порівнянні з основними ДТ- 
перетвореннями (2) зростає за показнико­
вим законом із збільшенням числа <7 вра­
хованих дискрет диференціального спек­
тру Ху(к). Тому для високоточних обчис­
лень доцільно застосовувати зміщені ДТ- 
перетворення (3) замість основних пере­
творень (2).

З виразу (26) випливає, що при д-»оо 
відносна похибка зміщених перетворень

—» 0 при tv = Я/2. Досягненню нульо­

вої похибки єс = 0 при І у = Я/2 перешко­
джає обмеженість розрядної сітки пред­
ставлення дискрет диференціального спе­
ктру Х^к). Похибка, викликана обмеже­
ною розрядною сіткою, обмежує зверху 
ЧИСЛО <7<+00. З метою зменшення впливу 
обмеженої розрядної сітки на точність 
обчислень слід рекомендувати виконува­
ти обчислення зміщеними ДТ- 
перетвореннями (3) на подвоєній розряд­
ній сітці по відношенню до розрядної сіт­
ки, довжина якої визначається необхід­
ною точністю представлення фізичних 
величин.

Ефективність зміщених диференціа­
льних перетворень аж до точного розв'яз­
ку можна проілюструвати на прикладі.
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Нехай задана функція

*(0 = т ^ - ,  їє[0; 1,5]. (27)
1 +  ґ

Знайдемо значення функції х(1:) в кі­
нцевій точці ї = 1,5 за допомогою основ­
них, а потім зміщених диференціальних 
перетворень, заздалегідь розбивши відрі­
зок [0; 1,5] на два відрізки [0; 0,75] і [0,75; 
1,5].

Застосуємо основні диференціальні 
перетворення (2) до функції х(/). Для цьо­
го перетворимо вираз (27) до вигляду 
х(Т)(1+7) = 1. В результаті в області дифе­
ренціальних перетворень отримаємо ви­
раз

Х(к) + НХ(к-  1) = ь(к). (28)
Надаючи аргументу к цілочисельні 

значення к = 0, 1, 2,..., знайдемо за фор­
мулою (28) дискрети диференціального 
спектру Х(к) при / = 0: ДО) = х(0) = 1, 
Д 1) = -Я, Д 2) = Я2, Д З) = -Я 3 і т. д. 
Одержуємо формулу: Х(к) = (~Н)к.

Значення функції х(Г) при ґ = 1,5 бу­
демо шукати в два кроки. Спочатку знай­
демо значення х(/) в точці / = С = 0,75 -  
середині відрізка [0; 1,5], виходячи з вла­
стивості диференціальних перетворень, де 
значення функції в кінцевій точці рівно 
сумі дискрет диференціального спектру 
функції в початковій точці відрізка, на 
якому розглядається функція. Тоді, вра­
ховуючи тільки нульову і першу дискрети 
і вважаючи Я =  0,75, отримаємо: ху = х(гу) 
= х(0,75) = х(0) -  Я =  1 -  0,75 = 0,25. Ана­
логічно, в точці Г = 1,5 при Я  = 0,75 і ДО) 
= ху = 0,25 значення функції х(ї) рівне 

х(1,5) = ху-Я = 0 ,2 5 -0 ,7 5  =-0,5. (29)
До функції (27) застосуємо зміщені 

диференціальні перетворення (3), вибра­
вши зміщену точку /у = 0,75 і перетвори­
вши вираз (27) до вигляду

х(/у -  т) + х(гу -  г)(/у -  г) 
на відрізку [0; 0,75] і

х(/у + т) + х(/у + т)(іу + г) 
на відрізку [0,75; 1,5]. Тоді в області змі­
щених диференціальних перетворень фу­
нкція (27) буде мати вигляд:

Х„(к)+іуХ у(к ) -Н Х у(к-1) = ь(к), 
Х у(к) + іуХ у(к) + НХу(к-1) = ь(к), [ 

Д (0 )  = Д (0) = х(/у) = ху.

З (30) маємо: Д (1 )= -^ Ч  Д ( 2 ) = - ^
1+ С  (1 + 0

і т. д., звідки 

гічно, Д(1) =

Х у(к) = Н  

Ях,

к '

1 + С
, Д  (2) =

(1 + 0
Я 2х,

(1+о2

Анало- 

- і т. д.,

тобто Д  (£) = (-Я)* Використо-
(1+ 0*

вуючи формули зворотних зміщених дифе­
ренціальних перетворень, виразимо зна­
чення функції х(і) через нульову і першу 
дискрети її диференціальних спектрів на 
кінцях відрізка [0; 1,5]:

х(0) = ху + , х(1,5) = ху -  НХ"
1 + 1 +

,(31)

звідки з першого рівняння при и=Н= 0,75 
знаходимо

ху= ------- -------- = ------- --------=0,7. Під-
1 + Я/(1 + С) 1 + 0,75/1,75

ставивши знайдене значення ху в друге 
рівняння (31), отримаємо

0 75-0 7х(1,5) = 0,7 -  = 0,4. (32)
1 + 0,75

За виразом (27) можна знайти точне 
значення функції х{{) в точці Г = 1,5:

х(1,5) = —-— = 0.4, що в точності відпо- 
1 + 1,5

відає значенню х(1,5) = 0,4, знайденому 
зміщеними диференціальними перетворен­
нями, тоді як значення х(1,5) (29), знайдене 
основними диференціальними перетворен­
нями за два кроки, тобто х(1,5) = -0,5, має 
грубу похибку (рис. 1). Даний приклад 
яскраво ілюструє відмінність основних 
диференціальних перетворень, де похибка 
нагромаджується на кожному інтервалі 
розбиття, від зміщених диференціальних 
перетворень, де похибка може компенсу­
ватися аж до точного розв'язку, якщо зна­
ки складових похибки протилежні, а аб­
солютні величини рівні.
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Рис. 1. Значення функції х(і) = ----- в точці
1 +  /

ґ = 1,5, визначене за допомогою: хс(і) -  
зміщених диференціальних перетворень; 
хо(і) -  основних диференціальних пере­

творень

Висновки та перспективи по­
дальших досліджень у  даному на­
прямку

У роботі було проведено порівняння 
математичного апарату зміщених дифе­
ренціальних перетворень з математичним 
апаратом основних диференціальних пе­
ретворень, що використовуються для мо­
делювання динамічних процесів, які опи­
суються аналітичними функціями. Було 
доведено, що верхня границя оцінки по­
хибки зміщених диференціальних пере­
творень у порівнянні з основними дифе­
ренціальними перетвореннями знижуєть­
ся в 29 разів, де ^ -  кількість дискрет ди­
ференціального спектру, що враховують­
ся, при умові розташування зміщеної точ­

ки в центрі інтервалу. Також зміщені ди­
ференціальні перетворення дають прин­
ципову можливість отримати точне зна­
чення довільної аналітичної функції х(ґ) 
на кінці інтервалу при обмеженій кількос­
ті дискрет диференціального спектру.

Подальші дослідження у даному на­
прямку можуть бути пов’язані з викорис­
танням зміщених диференціальних пере­
творень на великих інтервалах часу, де 
розглядається динамічний процес. При 
цьому часовий інтервал розбивається на 
меншу кількість підінтервалів, ніж для 
основних диференціальних перетворень.
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