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Сильно связный граф сети представляется в виде конечномерного векторного про­
странства, порожденного его ребрами с определенными на нем базисами взаимно орто­
гональных подпространств независимых обобщенных узлов и независимых циклов. Ис­
пользуется аппарат линейной алгебры для обоснования методов получения матричных 
операторов линейных преобразований независимых обобщенных узлов и независимых 
циклов и определения га взаимозависимости.

Постановка задачи
Любая сеть С однозначно отобра­

жается изоморфным ей сильно связным 
графом С .  Граф С назовем изоморфным 
сети С , если между вершинами графа С 
и узлами сети С можно установить такое 
взаимно однозначное соответствие, что 
пара вершин графа С в том и только в 
том случае соединяются V ребрами, ког­
да соединены V ветвями соответствую­
щие пары узлов сети.

Матрица инциденций может слу­
жить основой для изучения основных 
структурных характеристик сильно связ­
ных графов. Граф С рассматривается как 
конечномерное векторное пространство, 
порожденное множеством V = {у,. }(г = 1, т) 
его дуг, в котором выделяются подпрост­
ранства У,, у е У  узловых множеств ин­

циденций дуг, независимых обобщенных 
узловых множеств дуг и независимых цик­
лов. Исследуются операторы линейных 
преобразований пространства множества 
дуг графа в соответствующие подпрост­
ранства, а также их взаимозависимости.

Анализ публикаций
Обобщаются фундаментальные исс­

ледования в области теории графов, в ча­
стности, [1]; анализируются способы за­
дания и представления сетей графообра­
зующими множествами, а также исполь­
зование сильно связных графов для исс­

ледования и проектирования сетевых сис­
тем [2], [3]; обосновывается возможность 
использования теории матриц [4] для ал­
гебраического анализа графов сетей.

Цель работы
Целями работы являются: алгебраи­

ческий анализ сильно связных графов се­
ти как т  -мерного векторного пространс­
тва Г*, рожденного его дугами, с выде­
ленным в нем п -мерным подпространст­
вом Г* узловых множеств подпространс­
тва Л* независимых узловых множеств, а 
также 5 -мерного в" независимых цик­
лов; исследование линейных операторов, 
отображающих линейные преобразования 

пространства V * в подпространство У , 
Л* и в ’ , а также матричных представле­
ний этих операторов и их взаимозависи­
мостей.

Линейные операторы про­
странства множеств инцидент­
ности дуг графа

Графу С можно сопоставить некото­
рое линейное преобразование, где каждо­
му множеству У.,у е Ы  поставлен в соот­

ветствие вектор у  . , а семейству У мно­

жеств инцидентности дуг -  вектор у  .
Это линейное преобразование опре­

деляется системой [4]
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У х =  “ хху х +  а х2 У  +  •■• +  Я1тИи ,

У г =  а 21У ] + а 2 2 у 2 + . . ■ +  а 2 т У т ,

Уп+Х =  а п + и У х + а п + 2 2 У 2 + ■ •• +  я„+і,т 7

Коэффициенты ап преобразования (1)

принадлежат подмножеству Ф , состоя­
щему из чисел 0, +1, -1 некоторого число­
вого поля ^ э Ф .

Рассмотрим два векторных про­
странства над подмножеством Ф число­
вого поля F :  т  -мерное V* и (и + і)-

мерное 7*. Выберем в пространстве V * 
некоторый базис п х т  и в  пространстве
7* некоторый базис £ 1,—£ Л+і > в качестве 
которых можно взять столбцы единичной 
матрицы т -го  и (п + 1)-го порядков соот­
ветственно.

Преобразование (1) относит каждо-
_ т _ _

му вектору у = 5 > , - еі из V* некоторый
1=1

_ п + 1 __ __
вектор у  = Х У і - ё]  из У , т. е. преобра-

м
зование (1) определяет некоторый линей­

ный оператор , относящий вектору V 

из V * вектор у  из 7*.

у = (2)
Линейный оператор Ч/1 , отобража­

ющий пространство К* дуг графа в подп­
ространство 7* семейства множеств ин­
цидентностей дуг (или в пространство ве­
ршин X*)  графа назовем оператором ин- 
циденций графа.

Этому оператору при некотором ба­
зисе соответствует прямоугольная матри­
ца А° с размерами (я + і)х я г :

Л °Н Ы ’ Ы 1 ’ т ’ ./ = 1»и + 1»
представляющая собой матрицу инциден- 
ций графа. Эта матрица является вполне 
унимодулярной. Каждый столбец ее име­
ет два ненулевых элемента: +1 и -1.
Справедливо:

Утверждение 1. Если граф Є , соде­
ржащий (л + і) вершину, связен, то ранг 
матрицы А° равен п .

Следствие 1. Ранг каждой матрицы 
= 1,2,...,«+ 1), полученной из мат­

рицы инциденций А° вычеркиванием у - 
ой строки, равен п . Положим у = п +1, 

соответствующую матрицу А|"+1̂ обозна­
чим через Ах .

Следствие 2. Число линейно незави­
симых столбцов матрицы А х сильно 
связного графа б  , имеющего (п +1) вер­
шин, равняется п .

Утверждение 2. Ранг г  линейного 
оператора у/х , отображающего простран­

ство V* дуг связного графа И , имеющего 
(п + 1) вершин, в подпространство 7* его 
узлов, равен п .

Для выделения базиса оператора ц/х 
и удобства оперирования с матрицей Ах, 
целесообразно вершины (или элементар­
ные узлы) и дуги графа пронумеровать 
таким образом, чтобы линейно независи­
мые столбцы матрицы инциденций Ах 
(или матрицы Ах), соответствующие ду­
гам дерева Н  графа С , составляли бы 
подматрицу матрицы Ах .

Согласно теореме, доказанной в [1], 
подграф Н  представляет собой дерево 
тогда и только тогда, когда определитель

квадратной матрицы | д у | , полученной из

матрицы инциденций А° порядка (п + 1)х п 
вычеркиванием одной строки, равен 1 или 
-1 . Во всех остальных случаях этот опре­
делитель равен нулю.

Используем это утверждение для 
обоснования более общего утверждения 
об упорядочивающей нумерации сильно 
связного графа, позволяющей выделить 
базис независимых столбцов матрицы Ах ,
порядка п х т ,  соответствующей ветвям 
дерева Н  графа.

Определение. Матрицу Ах назовем 
упорядоченной матрицей, если она со­
держит неособенную подматрицу Ах1 тре­
угольного вида, ранг г которой соответст­
вует рангу матрицы Ах .
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Нумерацию вершин и дуг графа И , 
приводящую к образованию упорядочен­
ной матрицы Ах из матрицы инциденций

А° вычеркиванием (я + 1)-й строки, назо­

вем упорядочивающей нумерацией графа. 
Утверждение 3. Вершины х ] ,

У е  N , |У| = я +1 и дуги V,., / е М  ,

\М\ = т сильно связного графа С всегда 

можно пронумеровать таким образом, 
чтобы матрица Ах порядка п х т  содер­

жала бы квадратную подматрицу Ах1 по­

рядка я треугольного вида, столбцы ко­
торой соответствовали бы ветвям одного 
из деревьев графа.

В результате такой нумерации вер­
шин и дуг графа И матрица Ах может 

быть представлена в виде двух подматриц 
Ах =(Ах,,Ах2), первая из которых

Ах1 = |ал | , (/ = 1, я; г = 1,я) представляет

собой квадратную неособенную подмат­
рицу я -ого порядка треугольного вида.

Определитель любой треугольной 
матрицы равен произведению элементов 
главной диагонали. Поскольку на главной 
диагонали подматрицы Ах1 находятся

единичные элементы, то я # ( а х1)= ± 1 .
Следовательно, столбцы этой подматри­
цы соответствуют ветвям одного из де­
ревьев графа И .

Подматрица 4г2= ||а/ | (/=1,л;г=я+1,яг) 

образуется столбцами матрицы Ах, являю­

щимися линейными комбинациями столб­
цов подматрицы Ах1. Они соответствуют 

дугам антидерева (кодерева) графа С .

Линейные операторы подпро­
странства независимых обобщен­
ных узлов графа

Обобщенным узловым подмножест­
вом дуг (или обобщенным узлом) называ­
ется замкнутое очертание, которое может

содержать несколько элементарных узлов 
(узловых подмножеств дуг) графа. Одно 
узловое подмножество или один узел 
графа можно рассматривать, как частный 
случай обобщенного узлового подмноже­
ства дуг.

Каждому узловому подмножеству 
У. графа И соответствует вектор у } про­

странства 7*. Каждому обобщенному уз­
ловому подмножеству Уок можно также

сопоставить вектор у ок пространства Я*, 

если У0к = и ^ -

Следует подчеркнуть, что обобщен­
ные узлы графа не содержат дуг общих 
для любой пары узлов, входящих в ука­
занное замкнутое очертание. Существует 
множество различных обобщенных узлов 
графа, однако интерес представляют 
лишь независимые обобщенные узлы.

Независимым обобщенным узлом 
графа при произвольно выбранном базисе 
(дереве) назовем такое обобщенное под­
множество дуг, которое содержит только 
одну ветвь (дугу) дерева графа. Число не­
зависимых обобщенных узлов Л равно 
числу дуг, входящих в дерево графа, т.е. 
Л = я , если (я + 1) -  число элементарных 
узлов или вершин сильно связного графа.

Утверждение 4. Матрицу А , соот­
ветствующую оператору \|/ линейного

преобразования пространства V * дуг гра­
фа в подпространство К’ его независи­
мых обобщенных узлов, всегда можно 
получить путем элементарных преобразо­
ваний матрицы инциденций А ° , или эк­

вивалентных ей матриц А ^ \  соответст­

вующих оператору \|/х .
На рис. 1 представлен граф с выде­

ленным деревом (базисом независимых 
обобщенных узлов). Независимые обоб­
щенные узлы (отсечения) обозначены 
пунктирными линиями. Здесь же пред-
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Рис. 1

ставлены упорядоченная матрица Ах и 

матрица А независимых обобщенных уз­
лов для этого графа. Матрицу А можно 
представить из двух подматриц 
А = (А1,А 2), где А1 = Е" -  единичная под­
матрица, столбцы которой соответствуют 
ветвям дерева графа, А2 -  прямоугольная 
подматрица, столбцы которой соответст­
вуют дугам антидерева (кодерева) графа.

Произвольный вектор V из про­
странства V * связан с вектором у 0 про­

странства Я' соотношением
Уо = уУ  (3)

Матричное выражение этого соот­
ношения имеет вид: _у0 =  А у .

Эти соотношения образуют канони­
ческую форму записи системы независи­
мых обобщенных узлов графа.

Каноническая система линейного пр е о бразования пространств а V * дуг 
графа в подпространство Я*

— — — 1
VI + й 1,*+1у *+1 + + а 1 и у м 1 “  

1 Тої
V I + ^  2,*+1У я+1 + + 1 _

1
1
1

У 02

V* + й!»,*+1у *+1 + +
1

То*

Базисные дуги 
(ветви дерева графа) 
VI V

Не базисные дуги (ветви 
антидерева графа) уж+1,...,уи

Независимые
обобщенные
узлы
Т01 о*

(4)

Линейные операторы под­
пространства независимых цик­
лов графа

Топология сильно связного графа 
определяется также в пространстве

*, 9 ’ ), образованном множеством
V дуг и множеством 9 циклов графа. 

Каждому циклу 9* при заданной

его ориентации взаимно однозначно со-



50

ответствует вектор 0* из пространства 
V*, а всей совокупности векторов соот­
ветствует линейное преобразование:

е.

-сГII + *12^2 +  . . + ьія* я
02

-сГII + Ь22\>2 +  . . + Ь2 ^ т . ( 5 )

04 =  ЬЛ\ Х + &,2*2 +  . . + ь ^ т

Коэффициенты Ькі преобразова-

ния (5) принадлежат числовому полю 
Ф, состоящему из чисел 0, +1, -1 неко­
торого числового поля F э  Ф в сле­
дующей зависимости:

если V, £ 0 4  

если V! Є 04  

если  V, Є 04

и ориент ации  V и 0 4 совпадаю т  

и ориент ации  у, и 04 не совпадаю т

Подпространство 0* векторного про­
странства V*, являющееся линейной

оболочкой системы векторов 0*, 

к = 1,5 , назовем подпространством цик­
лов графа Є . В сильно связном графе 
существуют как независимые, так и за­
висимые циклы. Нас будет интересовать 
система независимых циклов, являю­
щаяся базисом подпространства 0* не­
зависимых циклов графа.

В графе Є существует, вообще 
говоря, А (я) вариантов выбора базисов 

независимых циклов графа, где Л (я )  -

число деревьев графа. Число независи­
мых циклов графа при выбранном бази­
се определяется цикломатическим чис­
лом, которое равно количеству дуг ан­
тидерева сильно связного графа, т. е.

5 = т - п .
Матрицу В назовем упорядочен­

ной матрицей инциденций независимых 
циклов графа.

Матрица В при базисе 0і,...,05, 
состоящем из независимых циклов, со­
ответствует линейному оператору ср,

отображающему пространство V* дуг 
графа в подпространство 0*

0 = ф V . (6)
Утверждение 5. Циклы 0* и дуги 

V; сильно связного графа Є всегда 

можно пронумеровать таким образом, 
чтобы матрица В ’ инциденций дуг vi и 

циклов 0* графа представляла собой 

упорядоченную матрицу В = (.£,, В 2) 
независимых циклов графа, т.е. содер­
жала бы единичную подматрицу 
В2 = порядка 5 = т -  п .

На рис. 2 представлен граф, нуме­
рация и ориентация дуг которого такие 
же, как и у графа, приведенного на 
рис. 1.

л в \Ґ
0  - 1 - 1 1 0 Ч | і 0 0 о'
0  0 0 * 1 “ 1 іо I 0 0

1 1 1 0 1 ю 1 0 1 0

- 1  - I 0 0 о о 0 0 1

Нумерация циклов графа произве­
дена в соответствии с утверждением 5. 
Матрица В инциденций дуг графа и не­
зависимых циклов этого графа приведена 
на этом же рисунке.

Каноническая система линейного 
преобразования пространства V  дуг
графа в подпространство 0  независимых 
циклов имеет вид:



Проблеми інсЬорматизаиії та управління. 2004 ’10 51

Каноническая система линейного преобразования пространства V* дуг графа в 
_______________ подпространство 8 * независимых циклов_______________

* 1 1 у 1 + Ь и  V I + + Ь 1 х у х + v * + l =  Э \

Ь 2 1 у і + Ь 22 V  2 + + Ь 2 х * * + У м + 2 =  9  2

Ь ^ і + + + Ь 5Х V , + V « =  & ,

Небазисные дуги (ветви дерева графа) v1,...,vи
Базисные дуги 
(ветви антидерева 
графа) уя+1,...,уи

Вектора-
независимые
циклы

( 7 )

Связь между линейными опе­
раторами независимых обобщен­
ных узлов и независимых циклов 
сильно связного графа

При топологическом анализе графов 
сетевых систем возникает необходимость 
определения операторов независимых 
циклов графа по операторам независимых 
обобщенных узлов или наоборот. Кон­
кретно это выражается в необходимости 
определения матрицы В независимых 
циклов графа по матрице А независимых 
обобщенных узлов. Существует аналити­
ческий метод определения матрицы цик­
лов графа по матрице его инциденций. 
Этот метод опирается на одну из основ­
ных теорем топологии сетей, впервые 
сформулированной еще Анри Пуанкаре в 
1899 г., а затем в различных ее интерпре­
тациях и другими авторами. Доказатель­
ство этой теоремы приводится во многих 
источниках и, в частности, в [1].

Пользуясь нашими обозначениями, 
суть этой теоремы можно выразить зави­
симостью А ° в -  0 , т. е. произведение 

матрицы инциденций А° на вектор-цикл 

0 равняется нулю.
Область применения данной теоре­

мы, следовательно, ограничена только 
матрицей инциденций дуг и элементар­
ных узлов графа и не распространяется в 
данной ее трактовке на матрицу незави­
симых обобщенных узлов.

Рассмотрим этот вопрос с более об­
щих позиций. Как было выяснено ранее, 
множество V дуг графа порождает т -

мерное пространство V *, в котором опре­
делены два подпространства: и-мерное 
подпространство К* узловых подмно­
жеств дуг (узлов) и 5 -мерное подпро­
странство 0* циклов графа. Справедливо

Утверждение 6. Подпространство 
У* узлов сильно связного графа С  и под­
пространство 0* его циклов являются 
взаимно ортогональными.

Подпространство 0* является орто­
гональным дополнением к 7* (или наобо­
рот). Суммарная размерность этих под­
пространств равна размерности всего 
пространства V*.

Если п -  размерность Я*, а 5 -  раз­
мерность 0*, то размерность всего про­
странства V * равна т = п + 5 . Заметим, 
что ортонормированными базисами под­
пространств Я* и 0’ являются дуги дере­
ва и антидерева (кодерева) графа соответ­
ственно.

Следствие. Если (/=1,я;г = 1,от) -

упорядоченная матрица независимых обоб­
щенных узлов, а В  = ||Ъы | {к = 1,5; / = 1, т )  —
упорядоченная матрица независимых цик­
лов, то справедливо соотношение

АВ' = ВА' = 0 , (8)
где В' и А '-  транспонированные матри­
цы В и А соответственно.

Имея в виду, что И = ||И],И2||,

В = Ц-бр Б2| , получим:

в ! а !

в ]
= 0, И, > Т?2 II ■ 1

4
=  о ,
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откуда

Д = -В 2А' (а ; У , А2 = - А Х  (в2 У . 
Поскольку Ау = Е " , В2 = Д 5 и (Е') 1 = Е , 
получим

Д = -ЕуА2Е п, Аг = -Е"В[Е5.
Зная, что ^  = ||а-Ц (г' = и + 1 ,т;у  = 1,и); 

Д  = Цд || (г = 1, и; А: = 1, £) имеем

В у = - 4 ,  а 2 = - В ' . (9)
Эти выражения позволяют получить 

подматрицу Д  независимых циклов гра­
фа по подматрице А2 независимых обоб­
щенных его узлов и наоборот.

Выражения (9) показывают, что дос­
таточно знать только один из операторов 
Т  или ф , представленных в виде соответ­
ствующих им матриц А или В , чтобы оп­
ределить как вектор у0 независимых узло­
вых подмножеств дуг графа, так и вектор 
0 независимых циклов графа.

Матричные уравнения у  = А-у ,  
0 = В ■ V можно записать в виде 
У = А у  1 + АтУц, 0 = В у 1 + В 2У ц , (10)
где V7 -  матрица-столбец, соответствую­
щая дугам дерева графа; \ и -  матрица- 
столбец, соответствующая дугам антиде­
рева графа. С учетом (9), и имея в виду, 
что Ау=Еу\  В2 =Еу,  уравнения (10) 
можно записать:

у  = V/ + Аг\ п , 0 = Д у/ + г// (11)
или в виде

У = V, -  в [ \ п , 0 = Ву\1 + V,,. (12)
Эти системы уравнений позволяют 

выразить столбцевые матрицы у  и 0 
только через подматрицу А2 или только 
через подматрицу Д .

Выводы
1. Сильно связный граф сети пред­

ставляется в виде конечномерного вектор­
ного пространства V *, порожденного его

дугами с определенными на нем подпрос­
транствами 7* узлов (вершин), Я* неза­
висимых обобщенных узлов и 0* незави­
симых циклов, базисами которых являют­
ся деревья и кодеревья графа соответст­
венно.

2. Рассматриваются линейные опе­
раторы, отображающие пространство V * 
в подпространство 7*, в подпространство 
Я* и в подпространство 0*. Исследуются 
взаимосвязи между этими операторами. 
Матричные представление этих операто­
ров позволяют использовать аппарат ли­
нейной алгебры для обоснования алгори­
тмов получения матрицы А независимых 
обобщенных узлов и матрицы В незави­
симых циклов графа сети.

3. Векторное пространство І?* и 0* 
являются взаимно ортогональными, что 
позволяет установить взаимосвязь между 
матрицами А и В.

4. Результаты анализа графа алгеб­
раическими методами позволяют автома­
тизировать процесс определения матриц 
А и В, используемых при моделировании, 
исследовании и расчете сетевых систем.
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