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Введение 
В настоящее время широкое приме-

нение получили беспилотные летатель-
ные аппараты (БПЛА), этому способст-
вуют новейшие достижения в области 
электроники, вычислительной техники, 
средств связи и систем управления.  

Интенсивная разработка БПЛА мно-
гократного применения является харак-
терной тенденцией развития мирового 
авиастроения в настоящее время и в бли-
жайшей перспективе. 

Перспективными областями приме-
нения БПЛА являются: обследование тер-
риторий для поиска очагов пожаров, за-
грязнений, картографирование местности, 
поиск людей на суше и на воде, примене-
ние в военных областях, при этом наибо-
лее эффективным с точки зрения затрат 
является применение малогабаритных 
беспилотных летательных аппаратов 
(МБПЛА).  

Преимуществами малогабаритных 
БПЛА являются: высокая мобильность, 
многофункциональность, относительная 
дешевизна конструкции. При этом к бор-
товому оборудованию таких  
БПЛА предъявляются жесткие массогаба-
ритные требования, которые обуславли-
вают применение методов оптимального 
управления, обеспечивающие высокое 

качество их функционирования при эко-
номии ресурсов, повышении быстродей-
ствия и наложении различного рода огра-
ничений.  

Развитие математического аппарата 
для разработки оптимальных по быстро-
действию вычислительных алгоритмов 
при этом строится на основе использова-
ния классических критериев оптимально-
сти. 

Решение задач оптимального управ-
ления с использованием классических ме-
тодов вариационного исчисления, прин-
ципа Понтрягина Л.С. [7], динамического 
программирования Беллмана [1], числен-
ных методов математического програм-
мирования, связано с решением двухто-
чечной краевой задачи [2], и для нели-
нейных систем требует высоких вычисли-
тельных затрат, препятствующих реали-
зации этих методов в процессе полета. 
Это является существенным недостатком 
синтеза управления. В результате исполь-
зования этих методов получается про-
граммное управление, не способное эф-
фективно решать задачу приведения 
МБПЛА в заданное состояние без коррек-
тировки самого алгоритма управления 
при изменении параметров исходной сис-
темы и условий ее функционирования.  
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В связи с этим, для автоматического 
управления МБПЛА предпочтительны 
адаптивные алгоритмы с малым объемом 
вычислений, способны формировать 
управление в изменяющихся условиях 
полета. К таким методам в теории опти-
мального управления относится метод 
оптимизации по функционалу обобщен-
ной работы Красовского А.А. Здесь зада-
ние требований на конечное состояние 
выполняется путем подбора соответст-
вующей части качества и приводит к 
компромиссному результату.  

Для формирования оптимального 
управления БПЛА необходимо в реаль-
ном масштабе времени получать данные о 
параметрах движения. Использование 
адаптивной модели для расчёта опти-
мальной траектории особо актуально, по-
скольку позволяет формировать траекто-
рии полёта с приемлемой точностью, в 
том числе при сокращении объёма дан-
ных о текущем положении БПЛА. 

В данной статье рассматривается за-
дача формирования оптимального управ-
ления полётом МБПЛА как твёрдым те-
лом в пространстве при одновременном 
выполнении требований к минимизации 
энергетических затрат на управление по-
летом. 

Постановка задачи  
МБЛА как объект управления пред-

ставляет собой сложную динамическую 
систему. Рассмотрим задачу оптимально-
го управления динамической системой с 
учётом ограничений на управление при 
одновременном выполнении требований к 
минимизации энергетических затрат.  

Задачу автоматического управления 
МБПЛА, рассматриваемую ниже, можно 
назвать двухуровневой. Сущность этой 
задачи состоит в следующем. 

Имеется динамическая система 
1( , , , ),õ f x u W t=&             (1) 
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где x - вектор фазового состояния, u и 

1W - векторные управления, которую не-
обходимо перевести из состояния  
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где 2W -в общем случае матричная функ-

ция управления размера *
2 2m m× , 

при условии, что 1 1 ˆ ˆ( , , )W W x u t=  
и 2 2 ˆ ˆ( , , )W W x u t=  известные функции вре-
мени и оптимальных значений фазовых 
координат и управлений, т.е. 
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оставленную задачу назовем задачей пер-
вого уровня. Ее решение методом мини-
мума дают следующие уравнения [3,4,5]: 

/ 0,H u
∧

∂ ∂ =           (5) 

/ 0,H x
∧

λ + ∂ ∂ =&           (6) 
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ( , , ), ),x f x u W x u t t=&           (7) 

0 0 0ˆ( ( ), )õ t t Q∈ , ˆ( ( ), )f f fõ t t Q∈ ,    (8) 
где  

1 2
ˆ ˆ( , , )( 1,2)

1

ˆ ˆ( , , , , )
ˆ ˆ( , , , )

ˆ ˆ( , , , ) iW x u t iT

L x u W W t
H x u t

f x u W t =

+
λ =

+λ

 
 
   

и методом динамического программиро-
вания решение описывается уравнениями  
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Задачу второго уровня составляют 

уравнения (5-8) или (9-13). Ее решение 
состоит в выборе управлений 

ˆ ˆ( , , )iW x u t ( 1, 2)i = , которые бы обеспечили 
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уравнениям (5-8) или (9-13) выгодные 
свойства. 

Рассмотрим несколько подходов, 
позволяющих дать содержательное тол-
кование второму уровню задачи: 

1. Пусть динамическая система (1) 
обладает управлениями различной эффек-
тивности, часть из которых может быть 
отнесена к вектору U , а другая часть - к 
вектору 1W . Решая задачу на втором 
уровне будем искать такие управления 

1W , которые бы обеспечивали наиболее 
благоприятные условия для применения 
управлений первого уровня U.  

Так, например, в качестве 1W  могут 
рассматриваться управления, определяю-
щие конфигурацию объекта. Возникает 
возможность подстраивать объект с по-
мощью 1W  так, чтобы управление ним с 
помощью U было наиболее эффективным. 

2. Управление 2W  воздействует на 
уравнения, по которым вычисляется 
управление U, придавая этому управле-
нию дополнительные свойства, которые, в 
конечном счете, сказываются на характе-
ре движения системы (1). Используя кон-
цепцию управления 2W , можно решать с 
одной стороны, проблему выбора весовых 
коэффициента функционала (4), рассмат-
ривая эти коэффициенты как управление 

2W , а с другой стороны управлять слож-
ностью уравнений, по которым вычисля-
ется управление U. В частности, послед-
нее предложение имеет смысл в случае 
неточного значения параметров объекта 
управления, вследствие чего нет необхо-
димости абсолютно точно решать уравне-
ния, определяющие оптимальное управ-
ление. 

Кроме того, такой подход можно 
рассматривать, как один из способов 
осуществления редукции математических 
моделей оптимальных процессов (7) или 
(8) [4]. 

3. В случае некорректно поставлен-
ных задач имеет смысл использовать 
управление 2W  в качестве стабилизи-
рующей добавки к функционалу, что по-

зволит организовать устойчивую проце-
дуру приближенного нахождения опти-
мального управления [6]. 

Способ отыскания ˆ ˆ( , , )iW x u t  ( 1, 2)i =  
существенно зависит от исходного пред-
ставления критерия и модели объекта. 
Рассмотрим некоторое конструктивные 
результаты, полученные при использова-
нии второго подхода в случае, когда 
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Из соотношения (17) получаем, что 
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После подстановки Tλ ψ  в (16) на-

ходим выражение для минимизированно-
го гамильтониана  
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где управления 1W  и 2W  выбраны так, 
чтобы выполнялось равенство 

1

1 2( , , , , ) 0
TZ

Z x u W W t
U U

−∂ ∂ψ
− ψ =

∂ ∂
   
   
   

.       (20) 
Учитывая (14-15), (19-20), результат 

решения задачи второго уровня, задавае-
мой уравнениями (5-8) или (9-12), запи-
шется соответственно в виде 
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Окончательно рекуррентная проце-
дура поиска решения двухуровневой за-
дачи описывается уравнениями 
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при использовании динамического про-
граммирования с учетом в обоих случаях 
соотношения (33), а также при условии 
применения уравнений (21-25) или (26)-

(31) для отыскания { }0
2

0
1

00 ,,, WWux ))
. 

Отметим, что дальнейшие конструк-
тивные результаты зависят от вида функ-
ций ),,,,( 21 tWWuxZ  и ),,,( 1 tWuxψ .  

Выводы 
Таким образом, рекуррентный алго-

ритм аналитического конструирования по 
Красовскому А.А. позволяет в полной ме-
ре использовать вычислительные проце-
дуры, разработанные в настоящее время 
для решения известных уравнений анали-
тического конструирования по функцио-
налу обобщенной работы. Методика ре-
шения двухуровневых задач, изложенная 
в данной статье может быть использована 
для различных типов многогабаритных 

беспилотных летательных аппаратов. 
Данная работа является продолжением и 
развитием ряда исследований по опти-
мальному управлению МБПЛА связан-
ных с оптимизацией по критерию Красов-
ского А.А, с построением управления по 
алгоритму последовательной оптимиза-
ции с рассмотрением иерархии целевых 
функционалов. 
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