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Розглядається зображення абстрактних 

типів даних у вигляді многоосновних алгеб-

раїчних систем. Детально розглядається 

два абстрактних типи даних: натуральні 

числа та списки. 

 

Рассматривается изображение аб-

страктных типов данных в виде многоос-

новных алгебраических систем. Детально 

рассматривается два абстрактных типа 

данных: натуральные числа и списки 

 

The image of abstract data types  is examined 

as manysorted algebraic systems. Two ab-

stract data types are in detail examined: natu-

ral numbers and lists. 

 

Ключові слова: абстрактні типи да-

них, многоосновні алгебри, алгебраїчні 
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1 Вступ 

Абстрактні типи даних (АТД) активно викори-

стовуються в процесі розробки програмного 

забезпечення, його обґрунтування та верифіка-

ції. Спрощений процес розробки ПЗ можна 

схематично подати у такому вигляді:  

 

 

 

За допомогою таких технологій будуються 

системи баз даних, баз знань, системи комп'юте-

рної алгебри та геометрії, графічні системи тощо. 

Основною вимогою при побудові таких систем є 

правильність та ефективність побудованих алго-

ритмів і програм. В процесі побудови ефектив-

них алгоритмів і програм важливу роль відіграє 

вдалий вибір структур даних. Описуючи нефор-

мально алгоритм розв'язання прикладної задачі, 

виходячи з вибраної математичної моделі, при-

ходиться користуватися такого типу даними, 

яких немає в жодній мові програмування, але які 

притаманні цій математичній моделі. Такого ти-

пу дані називаються абстрактними типами даних. 

Більш формально, під абстрактним типом даних 

розуміють деяку формальну математичну модель 

разом з операціями, функціями та предикатами, 

визначеними на цій моделі. Простими приклада-

ми такого типу даних можуть служити множини, 

разом з операціями об'єднання, перетину та різ-

ниці. В моделі АТД оператори можуть мати опе-

рандами не тільки дані, що визначаються цим 

АТД, але і операнди мови програмування та опе-

ранди, визначені іншими АТД. Результатом ви-

конання оператора теж може бути тип даних, 

який не визначається даним АТД. Але в рамках 

даного АТД припускається, що принаймні один 

операнд або результат довільного оператора має 

тип даних, визначений в даній моделі АТД. От-

же, АТД логічно вписуються в поняття многоос-

новної алгебраїчної системи (АС) [5]. Це дає мо-

жливість визначати АТД за допомогою аксіома-

тики і правил маніпулювання. АТД відрізняють-

ся від структур даних, які реалізовуються в мо-
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вах програмування, тим, що при використанні 

АТД абстрагуються від способу їх реалізації і 

розглядаються тільки їх властивості, які випли-

вають із аксіоматики. Основними конструктора-

ми, які використовуються при означенні нових 

операцій, функцій і предикатів є примітивна ре-

курсія і математична індукція. В загальному ви-

падку означення АТД зводиться до означення 

таких понять: 

- об'єкти, 

- примітивні операції, 

- конструктори нових операцій, функцій і 

предикатів,   

- означення (дефініції) нових об'єктів. 

Використання АТД дає можливість проекту-

вати алгоритми і програми, опираючись на влас-

тивості їх операцій і предикатів з подальшим ви-

бором найбільш ефективного способу реалізації 

цих операцій та предикатів. При розробці про-

грамного забезпечення абстрагування від спосо-

бу реалізації АТД має певні переваги. Ця абстра-

кція дає можливість 

 згрупувати оператори обробки АТД в од-

ному місці програми, що значно полегшує її від-

ладку (відлагодження); 

 швидко модифікувати програмний про-

дукт в разі зміни способу реалізації АТД (реін-

женерія); 

 мінімізувати кількість змін в основних 

модулях програмного продукту, які використо-

вують оператори обробки даного АТД. 

Розглянемо в якості прикладів два типи АТД, 

операції та предикати, які визначені на них, а 

також означення нових операцій і предикатів на 

цих АТД за допомогою індукції та примітивної 

рекурсії. Всі ці АТД описуються у вигляді мно-

гоосновних алгебраїчних систем. Зауважимо, що 

кожну класичну алгебраїчну систему можна роз-

глядати як двоосновну алгебру. Дійсно, якщо

 

A    1 1

1 1( , ) ,..., , ,..., ),n rkk m m

n r        
  

де ,:  ii kk

i   ,,: falsetruejm

j   

,,...2,1,,...,2,1 rjni   

алгебраїчна система [5],  true і false - булеві константи, то з цією АС асоціюється двохосновна алгебра 
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В цій многоосновній алгебрі кожна операція 
ik

i  має тип елементів множини  , а кожний 

предикат im

i  має тип булевський. Отже, при 

розгляді АТД як алгебраїчної системи ми маємо 

справу з многоосновними алгебрами. 

 

2 Алгебраїчна система АТД "натуральне 

число" 

Аксіоматика. Розглянемо АТД N,  елементи 

якого називаються натуральними числами. Як 

відомо цей тип даних визначається аксіоматич-

ним способом: 

1. ;0 N  

2. NNs :  - унарна операція, яка назива-

ється "наступне натуральне" і задовольняє умові: 

якщо ,Nn  то ;)( Nns   

3. ( ( ) 0);n N s n    

4. якщо ),()( nsms    то m = n. 

5. Якщо A - множина така, що Α 0  і із то-

го, що для довільного n  випливає  ,)( ns  

то .N  

Це відома аксіоматична система Пеано і її 

алгебраїчна система "натуральне число" виглядає 

таким чином: 

A    ),,,0,(  sN  

де N - носій алгебраїчної системи, 0, s - нульарна 

та унарна операції на N (причому, операція )(xs  

має вигляд ),1)(  xxs  а  =  – бінарний преди-

кат рівності, визначений на N. 

Наявність непустих множин операцій і пре-

дикатів, визначених на множині N, дає можли-

вість ввести до розгляду множини термів (алгеб-

раїчних виразів) та формул, користуючись тра-

диційними булевими зв'язками. 

Для початку зазначимо, що кожне натураль-

не число можна отримати за допомогою операцій 

0 i s. Дійсно, нехай Nm  - довільне натураль-

не число, тоді 

)))...),0(((...

разів


m

sssm   

де операція s застосовується m разів до числа 0. 

Аксіома 4 використовує крім операції )(ns  

також операцію pr(n), яка називається "поперед-

ник" числа n, причому .0)0( pr  Ці операції 
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пов'язані між собою очевидними співвідношен-

нями nnspr ))((  та ,))(( nnprs   якщо .0n  

Множина термів NT  визначається індуктивно. 

Означення 1. Термами називаються вирази, 

побудовані за такими правилами: 

а) 0 – терм, 

б) якщо n  є термом, то )(ns  і )(npr  –

терми, 

в) термами є ті і тільки ті вирази, які побу-

довані за правилами а) – б). 

Множина формул NF  визначається індукти-

вно аналогічним чином. 

Означення 2. Формулами називаються вира-

зи, побудовані за такими правилами: 

а) falsetrue,  – формули, 

б) якщо nm,  – терми, то nm   – формула, 

в) якщо А і В - формули, то 

BABABAA  ,,, – формули, 

г) формулами є ті і тільки вирази, які побу-

довані за правилами а) – в). 

Користуючись цими множинами, вищенаве-

дену алгебраїчну систему можна розширити та-

ким чином 

 

A    ),,,,,,,,,,0),,((  falsetrueprsFTU NN  

де  ,:, NN TTprs  ,: NNN FTT   

,:,, NNN FFF  .: NN FF 
 

Отже, отримана в такий спосіб АС, є дво-

хосновною і її називають моделлю Пеано. 

Використовуючи індуктивне означенням 

множини натуральних чисел N, можна ввести 

операцію декартового добутку .NN   

Означення 3. Елементами множини 

NN   є ті і тільки ті елементи, які побудовані 

за такими правилами: 

а) ,)0,0( NN   

б) якщо ,),( NNnm   то 

.))(,()),(( NNnsminms   
Це означення очевидним чином узагальню-

ється на довільні множини ,,...,, CBA  які ма-

ють індуктивні означення. 

Приклад 1. Індуктивне означення відно-

шення  NxxfxG  ))(,(  –"графік функції" 

NNf : має вигляд 

Елементами множини G є ті і тільки ті еле-

менти, які побудовані за такими правилами: 

a) ,))0(,0( Gf   

б) якщо ,),( Gnm   то .)))((),(( Gmsfms 

♠ 

Операції. Введемо операцію додавання на-

туральних чисел "plus", користуючись операці-

ями отриманої АС та індукцією. Це означення 

має вигляд: 

;),0( yyplus   

)).,(()),(( yxplussyxsplus   
Наприклад, обчислення значення виразу 

plus(2,1) має вигляд: 

.3)2()))1(()))1,0((())1,1(()1,2(  sssplusssplussplus  
Можна скористатися і іншим означенням операції plus: 

                                                           ;),0( yyplus   
))).(,()),(( ysxplusyxsplus   

Тоді .4)4,0()3,1()2,2(  plusplusplus  

Користуючись операцією plus, введемо опе-

рацію множення ),( yxmult  натуральних чисел x 

і y: 

;0),0( ymult  
( ( ), ) ( ( , ), )).mult s x y plus mult x y y  

Приклад 2. Обчислити значення ).4,3(mult  

 ))4),4,2(()4,3( multplusmult

 )4),4),4,1((( multplusplus  
 )4),4),4),4,0(((( multplusplusplus

 )4),4),4,0((( plusplusplus  
.12)4,8()4),4,4((  plusplusplus ♠ 

Застосовуючи операції  s i  pr, введені вище 

операції plus і mult приймають вигляд: 

                                    ( , ) 0plus x y if x    
then y else )),),((( yxprpluss  

ifyxmult ),( 0x   then 0 else ).),),((( yyxprmultplus  
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З вищенаведених означень випливає, що в 

обох операціях використовується унарний преди-

кат .0x  Розширимо сигнатуру предикатів ал-

гебраїчної системи цим предикатом, який позна-

чимо  falsetrueNisz ,:   (is zero). Тепер ал-

гебраїчна система N приймає вигляд:

A  ,,,,,,,0),,(( N  prsFTU N   ),,,, iszfalsetrue   
 

з множиною аксіом для введених операції )(xpr  

і предиката :)(xisz  

,)( falsetrue  ,)( truefalse   
;)0( trueisz   ;))(( falsexsisz   

;0)0( pr  ;))(( xxspr   
).))((())(( xxprsxisz   

В новій системі аксіоми 3 і 4 матимуть ви-

гляд: falsexsisz ))((  і xxspr ))((  відповід-

но. Дійсно, з того що )()( ysxs   випливає 

.))(())(( yysprxxspr    

Зауважимо, що в цій АС предикат eq (преди-

кат =) стає похідним, оскільки 

 





















.)),(),((

,

,,

,,

),(

інакшеnprmpreq

isz(n)isz(m)якщоtrue

isz(n)isz(m)якщоfalse

isz(n)isz(m)якщоfalse

nmeq  

Виходячи з цього АС N приймає більш лаконічний вигляд: 

A    ),,,,,,,,,,0),,((  falsetrueprsFTU NN  

Операції plus і mult в цій AC приймають вигляд: 

                                




.)),),(((

),(,
),(

інакшеnmprpluss

miszякщоn
nmplus

 
 






.),),),(((

),(,0
),(

інакшеnnmprmultplus

miszякщо
nmmult  

Користуючись рекурсією та операціями prs,  і ,plus  введемо предикати  , < та операцію зріза-

ної різниці ,nm   яку позначатимемо monus , а предикати leq і less відповідно: 

, ( ),

( , ) , ( ),

( ( ), ( )), .

true якщо isz m

leq m n false якщо isz n

leq pr m pr n інакше




 



 

 











.)),(),((

),(,

),(,

),(

інакшеnprmprless

miszякщоtrue

niszякщоfalse

nmless

 
Зрозуміло, що ці предикати задовольняють таким співвідношенням: 

                          ,)0,0( falseless                ,)0,0( trueleq   

                          ,)0),(( falsensless            ,)0),(( falsensleq   

                          ,))(,0( truensless    ,))(,0( truensleq   
                          ( ( ), ( )) ( , ),less s m s n less m n        ),,())(),(( nmleqnsmsleq   

які використовуються при побудові програм обчислення їх значень.  

Означення операції зрізаної різниці приймає вигляд: 
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









.)),(),((

),(,

),(,0

),(

інакшеnprmprmonus

niszякщоm

miszякщо

nmmonus

 
Наприклад, 

  ,3)0,3()1,4()2,5()3,6()4,7(  monusmonusmonusmonusmonus  

 .0)2,0()3,1()4,2()5,3(  monusmonusmonusmonus

 

Предикати. Операція зрізаної різниці дає 

змогу ввести інші означення введених предика-

тів та нових операцій: 

,0 nmtruenm  

)),(0( nmnmtruenm   

).,( mnnmplusnm 
 

Використовуючи дані предикати можна ви-

значити декартовий добуток скінченних мно-

жин. Нехай  pN p ,...,1,0  і   qN q ,...,1,0  – 

дві скінченні множини, тоді множина  qp NN 

визначається таким чином: 

,)0,0( qp NN   

,)),(()),(,( qp NNjisjsi   

якщо .)()(),( qjspisNNji qp   

Далі, на підставі введених предикатів, вводять-

ся тернарні функції  nmnmifloor /),,(   

(найбільше ціле і, яке не перевищує частки від 

ділення m на n),  nmnmiceil /),,(   (найме-

нше ціле і, яке не менше частки від ділення m 

на n), а також операція ),mod( nm – частка від 

ділення m на n (перший виклик floor і ceil вико-

нується коли )0i : 

       

( , , )  ( , )floor i m n if less m n true   then i  

                                                                      else if  truenmeq ),( then )(is  

                                                                      else ),,),(( nnmisfloor   

                        truenmlessifnmiceil  ),( ),,(  then )(is  

                                                                       else if rtuenmeq ),( then i 

                                                                       else ),,),(( nnmisceil   

                         truenmlessifnm  ),( ),mod(  then m 

                                                                       else if  truenmeq ),(  then 0  

                                                                       else ).,mod( nnm   

 

За допомогою операції mult  вводиться ві-

дношення подільності натуральних чисел. 

Означення 4. Натуральне число т назива-

ється кратним натуральному числу х, якщо іс-

нує таке натуральне число у, що 

).,( yxmultm   Число х в цьому випадку нази-

вається дільником числа т (нотація m|x). 

Властивості операцій, предикатів і від-

ношень. Операції, предикати і відношення, 

означені на даній АС, мають властивості, які 

добре відомі. 

Перш за все це предикат рівності, який є 

рефлексивним, симетричним, транзитивним і 

задовольняє властивість підстановки, тобто 

Nzyx  ,,  

, )( xx   

, )( xyyxCE   

,)( )( zxzyyx   

...).(......))(...( )( tftfttSE   

Операції plus і mult задовольняють законам 

комутативності, асоціативності та дистрибути-

вності. Тобто має місце 

Теорема 1.   

a) ),,(),( xyplusyxplus   

б) ),),,(()),(,( zyxpluspluszyplusxplus   

в) ),,(),( xymultyxmult   

г) ),),,(()),(,( zyxmultmultzymultxmult   

д)

)).,(),,(()),(,( zxmultyxmultpluszyplusxmult   
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Доведення виконаємо тільки для пунктів а) 

- в), залишаючи доведення решти законів чита-

чеві. 

а) (комутативність). 

Покажемо спочатку, що .)0,( yyplus     

Дійсно, 

 

 

 

).,0())...)0(((...))...))0(((...,0(...))0(),(()0,(

азів р   азів р   

yplusyssssssplussyprplusyplus

yy




 

Далі, безпосередньо із означення операції plus та властивостей операцій s і pr випливає, що коли 

0х  , то ).,())(),(( xyplusxprysplus   

Тепер комутативність операції plus випливає із рівності таких виразів: 

 

))...).(((...))...))(((...,0(...))(),((),(

разівразів

ysssysssplusysxprplusyxplus

х x 


  

 

))...).(((...)0))...),(((...(...))(),((),(

разівразів

ysssysssplusxprysplusxyplus

x x 


  

 

б) (асоціативність) 

разів

( , ( , )) ( ( ), ( ( , ))) ... (0, (... ( ( ( , )))...))

x 

plus x plus y z plus pr x s plus y z plus s s s plus y z   

разів разів разів разів

(... ( ( , ))) (... ( ( (0, (... ( ( ))...))))) (... ( ( ))...).

x x у x у 

s s plus y z s s s plus s s s z s s s z



    

))).((...())))((...(,0())),(),((()),,((

разів   разів   

zsszsspluszysxprpluspluszyxplusplus

ухух




  

в) доведення аналогічне до а) і б) тільки 

plus необхідно замінити на mult.  

На підставі комутативності операції mult, 

отримуємо, що коли число x є дільником числа 

m, тобто коли існує число y таке, що 

),,( yxmultm   то і число y теж є дільником чис-

ла m. Зокрема, звідси випливає, що 1 і т є діль-

никами m. 

Відношення подільності рефлексивне, тран-

зитивне і антисиметричне: 

а) mm     (рефлексивність), 

б) kmknnm   (транзитивність), 

в) nmmnnm    (антисиметричність). 

Дійсно, у випадку а) маємо: 

.),0()),,0(()),),1(((),1( mmplusmmmultplusmmprmultplusmmult   
 

У випадку б) на підставі теореми 1.в) і 1.г) отримуємо: 

 

)).,(,()),,((),(),( xymultkmultxykmultmultykmultnxnmultm 

Звідки отримуємо, що .km  

У випадку в) маємо: 

).,(),( smmultnknmultm  Звідси отриму-

ємо: 





)),(,(

)),,(()),,((

kmmultsmult

kmsmultmultksmmultmultm

 

)).,()),,(),((( kmmultkmmultsprmultplus

 

Ця рівність виконується тільки в тому ви-

падку, коли 0)( spr  і k = 1, тобто .1 ks   

Але тоді 

.),0(

)),,0((),1()1,(

mmplus

mmmultplusmmultmmultn





  

На підставі властивості рефлексивності ві-

дношення подільності вводиться поняття прос-

того числа та спільного дільника. 

Число m називається простим, якщо воно 

має лише два дільники 1 і m. 
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Нехай Nnm ,  і існує Nx  таке, що 

xm  і .xn  В цьому випадку число x називаєть-

ся спільним дільником чисел m і n. Найбільше 

серед спільних дільників число k називається 

найбільшим спільним дільником чисел m і n 

(НСД(m, n)) 

З наведених властивостей відношення по-

дільності випливають наступні властивості: 

НСД ,),( mmm   

НСД ( ),nm НСД ),,nnm   якщо nm   і 

НСД ( ),nm НСД ),,( mnm   якщо .nm   

Звідси, як правило, починаються курси з 

теорії чисел та формальної арифметики, в яких 

ігнорується алгоритмічна підстава цієї теорії. 

Приклад використання АТД. Розглянемо 

програми обчислення НСД двох натуральних 

чисел, написані в псевдокоді для цього АТД. 

НСД ),( yx  

Вхід: integer x,y.  

Вихід: НСД(x, y).  

Метод: 

1. ;: xa   

2. ;: yb   

3. while ba   do 

   3.1. if ba   then baa :  else abb :   

      od 

4. return (a). 

Наведений алгоритм очевидний і випливає 

безпосередньо з властивостей відношення по-

дільності, що гарантує правильність алгоритму. 

Цей алгоритм ефективний у випадку відносно 

невеликих значень аргументів. 

У випадку великих значень аргументів 

ефективнішим є так званий бінарний алгоритм 

обчислення НСД [3]. 

Бінарний- НСД ),( yx  

Вхід: integer x,y, where .yx   

Вихід: НСД(x, y). 

Метод: 

1. ;1:d  

2. while x and y even do 

     2.1. );2:;2/:;2/:( ddyyxx      

     od 

3. while 0x  do 

3.1. while x even do ;2/: xx   od 

3.2. while y even do ;2/: yy   od 

3.3. ;2/: yxt   

3.4. if yx  then tx :  else ;: ty   od 

4. return ).( yd   

Цей алгоритм уже потребує доведення пра-

вильності, оскільки виконуваність вищенаведе-

них властивостей НСД не очевидна. 

В основній програмі, яка викликає програ-

му обчислення НСД, є тільки її виклик і в разі 

якої-небудь зміни змінюється лише програма 

обчислення НСД, а не вся програма в цілому. 

 

3. Алгебраїчна система АТД "список" 

В цьому підрозділі розглядається АТД, 

який називається АС спискових структур. Він 

теж описується у вигляді многоосновної алгеб-

раїчної системи, яка називається алгебраїчною 

системою спискових структур. Доводиться ал-

горитмічна повнота цієї алгебраїчної системи. 

Алгебра спискових структур. Списки та 

символьні дані мають спільні означення і тому 

далі будемо говорити лише про списки, маючи 

на увазі і символьні дані. Нехай F(X) - вільна 

напівгрупа з одиницею над деяким скінченним 

алфавітом  .,..., 21 nxxxX   Роль одиниці ві-

діграє пусте слово e. Нагадаємо, що словом в 

алфавіті X називається довільна скінченна пос-

лідовність символів цього алфавіту. 

Довільне слово myyyp ...21 із )(XF  бу-

демо називати списком елементів ,...21 myyy  а 

самі    ,Xyi   ,,...,2,1 mi  – складовими цього 

списку. При цьому елемент y1 називається по-

чатком, а елемент ym - кінцем списку. Формаль-

не означення списка має вигляд. 

Означення 5. Списком над алфавітом X на-

зивається множина слів F(X), які побудовані за 

такими правилами: 

а) ),(XFe  де е - пусте слово, 

б) якщо ,Xx   то ),(XFx  

в) якщо Xx i ),(XFp   то

),(XFpx   де )()(: XFXFX   - біна-

рна операція конкатенації символа алфавіта та 

слова в цьому алфавіті. 

Два списки  msssp ...21  і kyyyq ...21  на-

зиваються рівними, якщо mk   і ii ys   для 

.,...,2,1 mi   

З означення випливає, що F(X) є алгеброю з 

однією бінарною операцією конкатенації (•) і 

однією нульарною операцією (пусте слово e). 

Введемо до розгляду ще декілька предикатів і 

операцій над списками, тобто над елементами 

множини F(X) [1]. 
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Нехай N - множина натуральних чисел і 

myyyp ...21  – довільне слово із F(X), тоді 

(1) 
1)( yphead   )).()(:( XFXFhead   

Іншими словами, функція head(p) дає пер-

ший символ слова p. Безпосередньо з означення 

цієї функції випливають такі її властивості: 

,)( eehead  ,)( yyhead  якщо ,Xy  

).())(( pheadpheadhead   

(2) myyptail ...)( 2            

)).()(:( XFXFtail   

Очевидно, що 

,)( eetail   ,)( eytail   якщо Xy , 

.)()( pptailphead   
Зміст наведених нижче функцій випливає з 

їх означення. 

(3) NXF )(:  - функція довжини слова:

 










.)),((1))(((

,0
)(

інакшеptaillptaills

epякщо
pl

 
 

(4) ),()(: XFXNXFadd   де 

,......),,( 11 mii yxyyyxipadd 

).(0 pli   

 

(5) ),()(: XFNXFdel   де 

,......),( 111 mii yyyyipdel 
 ).(1 pli   

 

(6)          ),()(: XFNXFhl   

,...),( 1 iyyiphl  ).(0 pli   
 

(7)           ),()(: XFNXFtr   де 

,...),( 1 mi yyiptr 
 ).(0 pli   

 

(8)          ),()(: XFXXFpush   де  

( , ) ( , ( ), ).push p x add p l p x  

 

(9)         ),()(: XFXFpop   де 

)).(,(...)( 11 plpdelyyppop m    
 

(10)  falsetruexFisemp ,)(:   – преди-

кат, істинний тоді і тільки тоді, коли список є 

пустим:     



 


.,

,,
)(

інакшеfalse

epякщоtrue
pisemp

 
 

(11)  truefalseXFXmemb ,)(:   – 

предикат, істинний тоді і тільки тоді, коли еле-

мент x є елементом списка p: 















.)),(,(

,)(,

,,

),(

інакшеptailxmemb

xpheadякщоtrue

epякщоfalse

pxmemb

 

 

(12) )()(: XFXFrev   – список, 

елементи якого записані в зворотному порядку 

(конвертація списка): 

, ( )
( )

( ( ( )), ( )), .

p якщо p e p x x X
rev p

conc rev tail p head p інакше

   
 


 

(13) )()(: XFXFXputlast   – додати 

як останній елемент списка: 

 










.)),((

,,
),(

інакшеprevxrev

epякщоx
pxputlast

 

14) )()()(: XFXFXFconc  – конкатена-

ція двох списків: 



 


.)),(),),(((

,,
),(

інакшеqtailpqheadputlastconc

eqякщоp
qpconc

(15)  falsetrueXFisatom ,)(:   – преди-

кат, істинний тоді і тільки тоді, коли його аргу-

мент є елементом алфавіту X: 



 


.,

,1)(,
)(

інакшеfalse

plякщоtrue
pisatom

 

 

Виявляється, що базовими операціями і пре-

дикатами, тобто такими, через які виражаються 

всі із перелічених функцій, є операції 

falsetrueprstailheade ,,,,0,,,,  та оператори 
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суперпозиції і примітивної рекурсії. Іншими сло-

вами має місце таке просте твердження. 

Теорема 2. Всі функції і предикати (3) - (15) 

зображуються у вигляді термів за допомогою 

операцій falsetrueprstailheade ,,,,0,,,,  та 

операторів суперпозиції і примітивної рекурсії. 

Доведення. Розглянемо послідовно випадки: 

(4) ( , , ) ( ( , ( , )), ( , )).add p i x conc putlast x hl p i tr p i

 

(5) ( , ) ( ( , ( )), ( , )).del p i conc hl p pr i tr p i  

 

(6)  

















.1.)),(),(()(

,1),(

0,

),(

iінакшеiprptailhlphead

iякщоphead

iякщоe

iphl

 
 

(7)   

















.1)),(),((

1),(

0,

),(

iякщоiprptailtr

iякщоptail

iякщоp

iptr

 

 
Із зображення функцій putlast, conc, hl і tr 

випливає зображення функцій add і del, а також і 

зображення функцій push і pop. 

 

(13)  
, ,

( , )
( ) ( , ( )), .

x якщо p e
putlast x p

head p putlast x tail p інакше


 

   

 

  

, ,
(14) ( , )

( ( ( ), ), ( )), .

p якщо q e
conc p q

conc putlast head q p tail q інакше


 
   . 

 

Справедливість умов теореми для решти операцій і предикатів випливає безпосередньо з їх озна-

чень. ■ 

Приклад 3. Нехай  wvuzyxX ,,,,,  і .xyzuvp   Тоді маємо 

1)  )2,()2),(()()3,()3,(),3,( yzuvxtrxyzuvtailhlxyzuvheadxyzuvxtrxyzuvhlxpadd  

              .)1,()1,()( xyzxuvzuvxtrzuvhlyzuvxhead   
 

2) .)2,()1),(()())3,()2,()3,( xyuvyzuvtrxyzuvtailhlxyzuvheadxyzuvtxyzuvhlpdel   

 

3) .)1,()()2,()())3,()()4,( xyzuuvhlzuvxyheadzuvhlyzuvxheadyzuvhlxyzuvheadphl   

 

4) .)())(()))((()3,( uvzuvtailyzuvtailtailxyzuvtailtailtailptr   

                    ).,()))((),(( zuvxyyzuvtailyzuvxhead   
 

5) .),5,()),(,(),( xyzuvxxxyzuvaddxplpaddxppush   

 

6) .)5,())(,()( xyzuxyzuvdelplpdelppop  ♠ 

 

Слід зазначити, що функції head і tail (push і 

pop) є операціями на множині ),(XF в той час 

як інші є операціями многоосновними. Це дозво-

ляє ввести таке 

Означення 6. Многоосновна алгебра 

 ),,,),((( falsetrueNXFUG   

 ),,0,,,, prsetailhead  з операторами супе-

рпозиції і примітивної рекурсії називається ал-

геброю спискових структур (АСС). 

В цій алгебрі легко встановити справедли-

вість таких тотожностей. 

(a) );1,()()1,( ptrptailpdel        

(б) ;)1),,,(( pixipadddel   

(в) ;))(,( pplphl   

 (г) ;))(,( eplptr        

(д) .)),(( pxppushpop   
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Має місце і ряд інших співвідношень в цій 

алгебрі. 

Тепер, користуючись операціями і функція-

ми (1) - (15), можна вводити і інші необхідні 

операції і предикати. 

Як відомо, множина )(XF  є повністю упо-

рядкованою відносно лексикографічного поряд-

ку, мінімальним елементом якої є пусте слово e. 

Користуючись цим порядком (власне цим поряд-

ком ми уже скористалися при означенні вищена-

ведених операцій і предикатів), визначимо за ін-

дукцією такі предикат і операцію:  

а)  .,)()(: truefalseXFXFsubword   

Цей предикат дорівнює true, якщо слово q є підс-

ловом слова p, і дорівнює false, в протилежному 

випадку. Індуктивне означення цього предиката 

таке: для довільного слова q 















.),),((

))(,(,

,  ,

),(

інакшеqptailsubword

qqlphlякщоtrue

eqiepякщоfalse

qpsubword

Безпосередньо з означення випливають такі 

прості властивості: оскільки пусте слово є підс-

ловом довільного слова і довільне непусте сло-

во є підсловом самого себе, то 

,),(),( trueppsubwordepsubword   
,),( falseqpsubword  якщо ).()( qlpl   

б) ).()()()(: XFXFXFXFsubstit   

Результатом операції substit(p,q r) є підстановка 

слова r замість першого входження слова q в 

слово p. Означення цієї функції має вигляд: для 

довільних слів )(,, XFrqp   

 

, ,

( , , ) ( , ( , ( ))), ( , ( )) ,

( ) ( ( ), , ), .

e якщо p e

substit p q r conc r tr p l q якщо hl p l q q

head p substit tail p q r інакше




 
 

 

 

Безпосередньо з означення випливають такі 

очевидні властивості: 

,),,( rprepsubstit   .),,( pqqpsubstit   
Приклад 4.  Знайти 

а) );,( cdabbcdasubword   

б) );,( axabbcsubword  

в) );,,( acdabbcdasubstit      

г) ).,,( daxaabcdsubstit

 

Розв’язок: 

a) .),(),(),(),( truecdcdasubwordcdbcdasubwordcdbbcdasubwordcdabbcdasubword    

 

б) .),(),(),(),(),( falseaxeaxcsubwordaxbcsubwordaxbbcsubwordaxabbcsubword   

 

в)  ),,(),,(),,( acdbcdasubstitabacdbbcdasubstitaacdabbcdasubstit  

          .),( abbaaacdasubstitabb   
 

г)   ),,(),,(),,( daxacdsubstitabdaxabcdsubstitadaxaabcdsubstit  

           .),,(),,( abcddaxaesubstitabcddaxadsubstitabc 

Часто в застосуваннях необхідні структури 

типу "список списків". Такі структури назива-

ються мультисписками. Цей тип даних можна 

означити за допомогою АТД список, якщо в 

якості алфавіту взяти деяку множину списків 

 nppp ,...,, 21  і розглядати цю множину як 

алфавіт. Тоді мультисписком називаються ви-

рази, побудовані за таким індуктивним озна-

ченням. 

Означення 7.   а)  e- мультисписок, 

б) nppp ,...,, 21 - мультисписки, 

в) якщо kqqq ,...,, 21  мультисписки, то 

kqqq ...21 - мультисписок, 

г) інших мультисписків, крім побудованих 

за правилами а) -в), немає. 

Як випливає з цього означення, мультиспи-

сок являє собою список, елементами якого є 
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списки. За допомогою мультисписків зображу-

ються відношення в сучасних системах баз да-

них (відношення типу "декілька-до-декількох"), 

графи та інші складні математичні об'єкти. 

Многоосновна АС спискових структур. 

Розширимо АСС предикатами рівності l  та 

n для порівняння списків і натуральних чисел, 

відповідно. Оскільки множини операцій і пре-

дикатів непусті, то означимо множини термів T 

і формул F. Множина термів T складається з 

термів двох типів - тип цілий n (множина тер-

мів NT ) і тип списковий l (множина 
LT ). 

Означення 8. Множина термів Т складаєть-

ся з елементів, які побудовані за такими  

а) 0, е - терми типу n і l, відповідно, 

б) якщо ,Xx   то х - терм типу l, 

в) якщо р, q - терми типу l, а Т - терм типу 

п, то pxptailphead ),(),(    i ),(ms )(mpr - 

терми типів l і п відповідно, 

г) якщо ntt ,...,1 - терми типів nii ,...,1  від-

повідно, a f - операція типу ),,,...( 1 jii n  тo

),...,( 1 nttf - терм типу j, якщо f - побудована за 

допомогою операторів суперпозиції і приміти-

вної рекурсії з термів а) - в), а  

 ,,,..., ,1 nljii n   

д) інших термів, крім тих, які побудовані за 

правилами а) - г), немає. 

Означення 9. Множина формул F склада-

ється з елементів, які побудовані за такими 

правилами: 

а) falsetrue, - формули, 

б) якщо ,,,, LN TqpTtt   то ,tt n


qp l  і )( pisemp - формули, 

в) якщо А, В - формули, то 

BABABAA  ,,, - формули, 

г)       якщо nAA ,...,1  - формули, а nP  - 

арний предикат, то ),...,( 1 nAAP  - формула, 

якщо Р побудований за допомогою операторів 

суперпозиції і примітивної рекурсії за правила-

ми а) - в), 

д) інших формул, крім тих, які побудовані 

за правилами а) - г), немає. 

Виходячи з цих означень, отримуємо таку 

многоосновну алгебраїчну систему [4]: 

 

A=  ,,,,,,,,,,,0),,,((  prstailheadeFTTU LN   ) ,  ,,, nlisempfalsetrueП   

з такою аксіоматикою: 

а) операції та предикати з аксіоматикою для множини N, 

б) ,)( trueeisemp n  

в) ,)( falsepxisemp n де ,, LTpXx   

г) ,)( xpxhead l  де ,, LTpXx   

д) ,)( ppxtail l
  

де ,, LTpXx   де, ,:, NN TTprs  ,:, LL TTtailhead  ,: LLL TTT   

 ,,: falsetrueTT LLl 
 

 ,,: falsetrueTT NNn 
 

,:,, FFF   .: FF   
 

Отриману в такий спосіб АС будемо нази-

вати алгебраїчною системою спискових струк-

тур (АССС). Для цієї алгебраїчної системи має 

місце. 

 

Теорема 3. АССС є алгоритмічно повною 

системою, тобто системою, в якій можна обчи-

слити довільну частково рекурсивну функцію. 

Доведення. Згідно з алгоритмічною повно-

тою системи нормальних алгорифмів Маркова 

для доведення необхідно показати, що довіль-

ний нормальний алгорифм Маркова можна ви-

разити у цій системі. 

Нехай Ф - деякий нормальний алгорифм 

Маркова, заданий системою формул підстанов-

ки R в алфавіті X: 

 

 

 







































mmmm qp

qp

qp

qp

qp

qp

............
,

............

22

11

'

'

22

'

11
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де 
ili qq '

 якщо формула підстановки за-

ключна і ,ili qq  якщо формула підстановки 

проста. Далі, нехай )(XFp і A - вищевизна-

чена АССС над алфавітом . XX Тоді, 

використовуючи операції і предикати АССС, а 

також функції subword, substit і функцію дов-

жини, можемо записати для довільного 

:)(XFp   

Ф(р) = якщо trueppsubword n),( 1  то 

якщо   ")( 1 lqhead то     

                             ))(,,( 11 qtailppsubstit   

інакше Ф )),,(( 11 qppsubstit    

інакше якщо 

trueppsubword n),( 2  то 

якщо   ")( 2 lqhead то  

                             ))(,,( 22 qtailppsubstit   

інакше Ф )),,(( 22 qppsubstit   

інакше…………………… 

інакше якщо trueppsubword nm ),(
 

то 

якщо   ")( lmqhead то  

))(,,( mm qtailppsubstit   

інакше Ф )),,( '

mm qppsubstit  

інакше p. 

Покажемо індукцією за числом n застосо-

ваних підстановок до слова p, що функція 

),( pf  яка одержана за допомогою системи R, і 

функція ),( pf  яка одержана за допомогою 

системи Ф(p), співпадають. 

При 0n  маємо ,)( ppf  оскільки ні од-

на із підстановок системи R не застосовна до 

слова p. Із системи Ф(p) випливає, що 

,)( ppf  оскільки всі умови виду 

.0),( ippsubword Отже, в цьому випад-

ку ).()( pfpf   

Припустимо, що рівність виконується для 

всіх nm  і нехай n-ою формулою підстановки 

є формула ii qp  . Можливі такі випадки: фо-

рмула ii qp  - заключна і формула ii qp   

не заключна. 

Нехай в першому випадку 1 nm і після 

виконання m-ї підстановки одержане слово p'. 

За припущенням індукції ).()( pfpf  З то-

го, що ii qp  застосовна до p' випливає, що ні 

одна з підстановок які їй передують в системі R 

не застосовні до p', або що те саме, що всі умо-

ви виду ,0),( 
jppsubword де 

".".)( 
iqhead а умова  

."")( i ),( 
ii qhradtrueppsubword

 Звідси випливає, що 

 

).(),,())(,,()( pfqppsubstitqtailppsubstitpf iiii


 
 

Другий випадок аналогічний першому, з ті-

єю лише різницею, що в першому випадку об-

числення зупиняються, а в другому - продов-

жуються. ■ 

Для ілюстрації роботи системи Ф(p) розг-

лянемо деякі приклади. 

Приклад 5. а)  ,,baX   R має вигляд 









).(

)(

2

1

qbb

qea

 
 

Підставивши дані формули в систему Ф(p), 

одержуємо:    Ф(p) = якщо 

( , ) nsubword p a true то ( , , )substit p a e   

інакше якщо truebpsubword n),(  то  

Ф )),,(( bbpsubstit  інакше p. 

Оскільки ,),,( pbbpsubstit  то даний ал-

горифм можна спростити: 

Ф(p = якщо trueapsubword n),(  то 

),,( eapsubstit  
інакше якщо 

truebpsubword n),(
  
то  Ф(p) інакше p. 

З одержаного виразу випливає, що Ф(p) не 

припиняє обчислень, коли непусте слово p не 

має входжень літери a, тобто результат засто-

сування Ф до p в цьому випадку не буде визна-

чений. 

б)  ,,,, 11  yyxxX  R має вигляд 
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



























.1

1

1

1

eyy

eyy

exx

exx

 
 

 

Тоді 

Ф(p) = якщо truexxpsubword n
 ),( 1

  
то Ф

)),,(( 1 exxpsubstit 
 

інакше якщо truexxpsubword n
 ),( 1

  
то 

Ф )),,(( 1 exxpsubstit 
 

інакше якщо trueyypsubword n
 ),( 1

  
то  

Ф )),,(( 1 eyypsubstit 
 

інакше якщо trueyypsubword n
 ),( 1

  
то  

Ф )),,( 1 eyypsubstit 
 

інакше p. ♠ 

На закінчення даного підрозділу зазначимо, 

що списки використовуються при виконанні 

арифметичних операцій великої розрядності в 

сучасних комп'ютерах. 

Методи реалізації списків. Існує декілька 

методів реалізації АТД "список" в пам'яті ком-

п'ютера. Вибір методу реалізації залежить від 

операцій, які виконуються над списками. 

Реалізація на основі масивів. При реалізації 

списків за допомогою масивів елементи списка 

розміщуються в сусідніх елементах масиву. Та-

ка реалізація дає змогу швидко переглядати 

вміст списка і вставляти нові елементи в його 

кінець (операція putlast). Але вставка елемента 

в середину списка потребує переміщення всіх 

наступних елементів на одну позицію до кінця 

масиву. Вилучення елемента з середини масиву 

теж потребує переміщення елементів з метою 

заповнення пустого елемента масиву. 

При такій реалізації списка визначається 

змінна типу запис, яка має два поля. Перше по-

ле elements - це елементи масиву, чий розмір 

вважається достатнім для розміщення списків 

довільної довжини, які зустрічатимуться в да-

ній реалізації програми. Друге поле last має тип 

цілий і вказує на позицію останнього елемента 

в масиві. Як видно з нижченаведеного рис.2, i-й 

елемент списка при lasti 1  знаходиться в 

i-й чарунці масиву. Позицію елемента в списку 

визначає ціле число, i-та позиція - це просто 

ціле число i. 

 
Рис 2. Реалізація списку масивом 

 

Як випливає із сказаного, основним недолі-

ком реалізації списка масивом є складність ви-

конання операцій вставки і вилучення елемен-

тів. На відміну від реалізації списка масивом, 

реалізація списка за допомогою вказівників зві-

льняє нас від необхідності використання непе-

рервної області пам'яті для розміщення списку. 

Але при цьому необхідно використовувати до-

даткову пам'ять для зберігання вказівників. 

Реалізація на основі вказівників. При реалі-

зації (лінійних, однозв'язних, двозв'язних) спи-

сків використовуються вказівники, які зв'язу-

ють послідовні елементи списку. В цьому ви-

падку список складається з елементів пам'яті, 

кожний з яких має два поля. Перше поле збері-

гає елемент списка ai, а друге - вказівник на 

наступний елемент 1ia . Якщо список включає 

елементи ,,..., 21 naaa то елемент пам'яті в яко-
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му зберігається елемент an має вказівник nil 

(нуль), який означає кінець списка. Першим 

елементом пам'яті є елемент header (заголовок), 

вказівник якого вказує на перший елемент 

списка. У випадку пустого списка цей вказів-

ник є nil. 

 

 
 

Рис.3. Реалізація списка вказівниками 

 

Основною перевагою такої реалізації є те, 

що вона вимагає стільки пам'яті, скільки еле-

ментів в списку, але потребує додаткової пам'я-

ті для вказівників елементів списку. 

Реалізація на основі курсорів використову-

ється у випадку використання мов програму-

вання, в яких немає змінних типу вказівник 

(Fortran, Algol-60). В такому випадку вказівни-

ки моделюються цілочисельними змінними, які 

відіграють роль вказівників. 

 

4 Заключне слово 

На закінчення зробимо два зауваження від-

носно ефективності використання рекурсії та 

правильності алгоритмів. 

Перше зауваження пов'язане з тим що в де-

яких мовах програмування при реалізації реку-

рсії виникає потреба у великих затратах пам'яті 

та машинного часу, а деколи і того і другого. 

З'ясуємо, за яких умов рекурсія виявляється 

кращою ніж ітерація. 

Недоліки і переваги рекурсії пов'язані з тим 

фактом, що при попаданні на більш глибокий 

рівень звернення до рекурсивної програми ви-

никає необхідність запам'ятовувати стани пам'-

яті та відповідні зв'язки для того, щоб мати до 

них доступ при поверненні на даний рівень. 

Якщо рекурсія занадто глибока, то для цього 

можуть бути задіяні великі об'єми пам'яті. Ці 

затрати будуть виправдані, якщо інформація, 

що запам'ятовується, буде використовуватися 

при поверненні на даний рівень. Але ці затрати 

можуть виявитися абсолютно непотрібними, 

якщо інформація не буде використовуватися 

[2]. Отже, не дивлячись на те, що рекурсія дає 

можливість будувати простим способом досить 

лаконічні програми, її використання може при-

водити до надзвичайно неефективних програм і 

тому необхідний певний аналіз доцільності ви-

користання рекурсії. 

Зауважимо, що проблема верифікації про-

грам і алгоритмів при використанні АТД зво-

диться до перевірки коректності реалізації ос-

новних операцій і предикатів відповідної АС. 

Наприклад, якщо розглядається реалізація АТД 

"список", то всі програми реалізації предикатів, 

функцій і операцій будуть правильними, якщо 

реалізація операцій ,,, tailheade і предикатів 

lnisempfalsetrue  ,,,,
   

є такою, в якій іс-

тинні всі аксіоми цього АТД. 
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