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Визначено зв’язок площі зіткнення гумового ролика і зразка з величиною лінійного зносу поверх-
ні матеріалу і покриття. Наведено математичну модель залежності величини об’ємного і ва-
гового зносу від максимальної глибини лунки під час тертя об нежорстко закріплені абразивні 
частинки. Установлено зв’язок об’ємного і вагового зносу з площею поверхні зіткнення гумово-
го ролика зі зразком під час тертя об нежорстко закріплені абразивні частинки. 

Постановка проблеми і її зв’язок  
з науково-практичними задачами  

Модель зносу поверхні зразка під час тертя о 
нежорстко закріплені абразивні частинки повинна 
містити в собі залежність вагового зносу від па-
раметрів форм поверхні робочої частини експе-
риментальної установки та параметрів, які  визна-
чають зносостійкість матеріалу і покриття, що 
зміцнюють поверхню деталей.  

Поставлена задача є складною і тому дотепер у 
повному обсязі невирішена. Важливість розв’я-
зання задачі випливає з можливості передбачення 
результатів зносу по наперед заданим параметрам, 
які впливають  на зносостійкість матеріалів. 

Огляд публікацій  
і аналіз невирішених проблем 

Моделюванням процесу абразивного зносу 
займалися провідні фахівці в галузі тертя і зносу: 
М.М. Тененбаум, Д.Б. Бернштейн [1], І.В. Кра-
гельський [2] та ін. Однак установити зв’язок 
між ваговим зносом і максимальною глибиною 
лунки або зносом і площею поверхні лунки не 
вдавалося жодному дослідникові.  

У праці [3] зроблено спробу знайти розв’язок 
цієї задачі, але отриманий результат є громізд-
ким і незручним у використанні. У праці [4] по-
будовано модель абразивного зносу, яка не вра-
ховує залежності вагового зносу від лінійного, не 
вказані методи побудови моделі і немає універ-
сальної моделі для всіх матеріалів або універ-
сального принципу побудови моделі. 

Мета дослідження – проаналізувати резуль-
тати зносу поверхні деталей, які пов’язані з  
особливостями геометричних форм поверхні 
робочої частини експериментальної установки.  

Для деталей різного профілю важливе зна-
чення має передбачення величини зносу при дії 
абразивних частинок різної твердості і розмірів. 
Модель абразивного зносу дозволяє передбачати 
величину зносу за об’ємом і масою залежно від мак-
симального лінійного зносу або площі поверхні сти-
ку ролика зі зразком. Отже, з’являється реальна  
можливість визначити оптимально зносостійке  
покриття для конкретних умов експлуатації. 

Результати досліджень 

Розглянемо схематичне зображення четвертої 
частини гумового ролика в прямокутній системі 
координат (див. рисунок).  

 
Прив’язка четвертої частини гумового ролика  

        до прямокутної системи координат Оху 

Максимальна глибина лунки на поверхні  
зразка, який зношується, відповідає довжині від-
різка DB= h. Якщо прийняти OD=z1, то з того, 
що OB=R (R – радіус ролика), випливає 

1zRODОВDB  .  
Ширина ролика OP=b, тому координати точ-

ки P(b; 0; 0).  
Половина об’єму лунки, яка зношується, від-

повідає частині ролика ABMNCD, а половина 
площі поверхні лунки – частині циліндричної 
поверхні ABMN. Проекцією поверхні ABMN на 
площину ОXY буде область D – прямокутник 
POM1N1.  

Рівняння циліндричної поверхні ролика 
(ABMN) має вигляд 

222 Ryz  .                                                    (1) 

З формули (1) одержимо вираз змінної z через 
змінну y і константу R: 

22 yRz  . 
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Використовуючи довідник [5], знайдемо пло-
щу Q циліндричної поверхні ABMN: 

 
D

dqpQ 22
1 1 ,                                    (2) 

де р, q – часткові похідні функції z(x, y): 
;/ xzp   ;/ yzq    

d – елемент області D – проекції циліндричної 
поверхні (ABMN) на площину Оху ; z = f(x, y) – 
рівняння даної поверхні. 

Формула (2) еквівалентна формулі 

    
D

yx dxdyyxzyxzQ 22
1 );();(1 ,        (3) 

де 22);( yRyxz  ; 

область D: 2
1

20 ,0 zRybx  ; 

 
22

2
,

yR

y

y

z
yxzy







 . 

Формулу (3) можна переписати у вигляді: 

 


D

dxdy
yR

y
Q

22

2

12 ,                               (4) 

де Q – площа поверхні зіткнення ролика і зразка. 
Після перетворень формули (4) маємо 

dxdy
yR

R
Q

D





22
2 .                                    (5) 

Якщо перейти від формули (5) до повторних 
інтегралів, одержимо 







2
1

2

0
22

0

2
zRb

dy
yR

R
dxQ .  

Зробивши відповідні перетворення, одержимо 
формулу зв’язку площі Q зіткнення ролика і зразка з 
максимальним лінійним зносом:  

2

2arcsin2 







R

h

R

h
bRQ .                               (6) 

Перевіримо роботу моделі (6) у граничних 
умовах. 

1. Знайдемо  
2

00
2arcsin2limlim 








 R

h

R

h
bRQ

hh
. 

Очевидно, що  
00arcsin2lim

0



bRQ

h
. 

Це цілком логічно, оскільки на самому почат-
ку експерименту тертя відбувається по відрізку, 
тобто площа зношеної поверхні дорівнює нулеві. 

2. Знайдемо  

bRbR
R

h

R

h
bR

hh
π1arcsin22arcsin2lim

2










. 

У цьому разі маємо площу половини бічної по-
верхні циліндра (ролика), що відповідає дійсності. 

Отже, отримана модель (6) залежності площі 
зносу від максимального лінійного зносу складе-
на коректно.  

Визначимо залежність об’ємного і вагового зно-
су від максимального лінійного зносу. 

Використовуючи рисунок і довідник [5], одер-
жимо 


T

V dxdydzI 2 , 

де Т – половина частини ролика, що ввійшла в 
зразок. 

Застосовуючи повторне інтегрування, отри-
маємо 

.
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Оскільки hRz 1 , одержимо 

.)()(    
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  arcsin
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2
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                            (7) 

Після алгебричних перетворень рівнянь (7) 
одержимо формулу об’ємного зносу: 
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Знаючи щільність досліджуваного зразка або 
покриття, можна обчислити ваговий знос: 

Vm II ρ .                                                           (9) 
Підставивши у формулу (9) залежність (8), 

одержимо 


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Перевіримо роботу моделі (7) у граничних 
умовах: 

а) розглянемо момент початку експерименту, 
тобто 0h ,   000arcsinlim 2

0



bRIV

h
, що 

цілком правильно, оскільки в початковий момент 
часу величина об’ємного зносу дійсно дорівнює 
нулеві; 

б) Rh 
2

1arcsinlim
2

2 bR
bRIV

Rh





, що від-

повідає половині об’єму ролика. 
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Для визначення зв’язку вагового зносу mI   
з площею Q поверхні зіткнення ролика зі зразком 

знайдемо залежність між 
R

h
і Q. 

Із залежності (6) одержимо  

bR

Q
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h
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h
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 .                                (11) 

Піднесемо рівняння (11) до квадрата. Отрима-
ємо, що рівняння (11) рівносильне системі 
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Систему (12) можна переписати у вигляді 
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Розглянемо рівняння (13). 

Нехай t
R

h
 . Отримаємо з рівняння (13) фор-

мулу 

0
2

sin2 22 
bR

Q
tt .                                    (15) 

Дискримінант рівняння (15) має вигляд: 

bR

Q

bR

QD

2
cos

2
sin1

4
22  . 

Знайдемо корені квадратного рівняння (15): 

bR

Q
t

2
cos1 . 

Оскільки 1
2


bR

Q
, то 0

2
cos 

bR

Q
,  

тому 
bR

Q
t

2
cos1 . 

Розглянемо нерівність (14). 

Нехай t
R

h
 , тоді нерівність (14) можна запи-

сати у вигляді 

  02  tt .                                                      (16) 

Розв’язком рівняння (16) буде відрізок ]2;0[t , 

тобто 20 
R

h
, але в умовах даного експерименту 

10 
R

h
, тому розв’язком рівняння (15) буде  

bR

Q
t

2
cos1 . 

Розкриваючи заміну t
R

h
 , отримаємо 

bR

Q

R

h

2
cos1 .                                             (17) 

Якщо підставити залежність (17) у рівняння 
(8) і (10), отримаємо для об’ємного зносу 







 

bR

Q
bRQRIv sin

2

1 .                               (18) 

Для вагового зносу одержимо  







 

bR

Q
bRQRII vm sin

2

1
.                   (19) 

Перевіримо роботу моделі (18) у граничних 
умовах: 

а) якщо 0Q , одержимо 0lim
0


 V

Q
I ; 

б) якщо RbQ  , одержимо 

2
sin

2

1

2
lim

2
2

2 bR
bR

bR
I

VRbQ








. 

Отже, отриманий об’ємний знос відповідає 
половині об’єму ролика. 

Висновки 

1. Отримано формулу (6) зв’язку площі зітк-
нення ролика і зразка з максимальним лінійним 
зносом поверхонь матеріалів і покриттів. Для 
моделі (6) перевірено граничні умови. 

2. Виведено залежності (8) і (10) об’ємного і 
вагового зносу при терті о нежорстко закріплені 
абразивні частинки від лінійного зносу та пере-
вірено граничні умови.   

3. Отримано залежності (18) і (19) об’ємного і 
вагового абразивного зносу від площі поверхні 
зіткнення ролика зі зразком та перевірено відпо-
відні граничні умови. 

4. Визначено залежність впливу геометричних 
форм робочої частини експериментальної уста-
новки на ваговий і об’ємний абразивний знос 
при терті о нежорстке закріплені абразивні  
частинки. 

5. Основним параметром, за яким можна виз- 
начити реальні залежності зносу від визначаль-
них параметрів  для зносостійкості матеріалів, є 
лінійний знос. 

6. Із залежності (17) випливає, що при збіль-
шенні площі стику ролика зі зразком значення 
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виразу 
bR

Q

2
 збільшується, тому значення 

bR

Q

2
cos  

зменшується, що, в свою чергу, призводить до збі-

льшення різниці 
bR

Q

2
cos1 . Отже, при збільшенні 

Q  значення лінійного зносу поверхонь матеріа-
лів і покриттів зростає з часом. 

Перспективи подальших досліджень 

Отримані формули залежності об’ємного і ва-
гового зносу від параметрів геометричних форм 
робочої частини експериментальної установки 
дозволяють створити більш повну і точну модель 
зносу деталей при терті о нежорстко закріплені 
абразивні частинки. Моделі (18) і (19) дозволя-
ють створити модель об’ємного і вагового зносу 
з залежністю VI  і mI від hP ,,0  , а також від 

QP ,,0  . Після проведення дослідів на визначен-
ня лінійного максимального зносу можна обчис-
лити для кожного матеріалу відповідні коефіці-
єнти зносу залежно від часу і шляху тертя. Нада-
лі побудуємо моделі абразивного зносу з ураху-
ванням розмірів абразивних частинок. У майбут-
ньому треба побудувати модель зміни в часі мак-
симального лінійного зносу та  знайти  залежнос- 

ті, які визначатимуть зв’язок максимального лі-
нійного зносу з параметрами зносостійкості ма-
теріалів і покриттів: твердістю, пластичністю, 
температурою та ін.  
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О.А. Вишневский  
Модель зависимости величины абразивного износа от максимального линейного износа 
Определена связь площади соприкосновения резинового ролика и образца с величиной линейного 

износа поверхности материала и покрытия. Приведена математическая модель зависимости величины 
объемного и весового износа от максимальной глубины лунки при трении о нежестко закрепленные 
абразивные частицы. Установлена связь объемного и весового износа с площадью поверхности со-
прикосновения резинового ролика с образцом при трении о нежестко закрепленные абразивные час-
тицы. 
 

O.A. Vishnevsky  
The model of the dependence of the abrasive wear value on the maximal linear wear 
The relation of the contact area of the rubber roll with a sample and the maximal linear wear value is 

found. The mathematical model of the dependence of the wear volume weight value on the maximal dimple 
depth is presented with the friction on abrasive particles fixed nonrigidly. The relation of volume weight 
wear with the rubber roll contact surface area with a sample with the friction on abrasive particles fixed 
nonrigidly is established. 
 


